
I Úvod do diferenciálního po tu funkcí jedné prom nné
Ne  se pustíme do dal ího studia této problematiky, je t eba si zopakovat a p ípadn

ipomenout n které zásadní pojmy z funkcionální analýzy, na kterých následn  vystavíme

teorii limitního po tu funkcí jedné prom nné. Jedná se o pojem funkce jako takový a pak také

základní vlastnosti funkcí.

Dovolte mi zde nejprve malou historickou poznámku. Po átky diferenciálního po tu

eme vystopovat ji  v prvních pracích G. W. von Leibnitze (1646 – 1716). Nap íklad

v jeho díle „Dissertatio de arte combinatoria“, co  do eského jazyka p elo eno znamená

„Rozprava o um ní kombinatoriky“. Toto pojednání sepsal ve svých dvaceti letech!!!

Touto problematikou se samoz ejm  nezabýval jen Leibnitz. Tém  sou asn  a

naprosto nezávisle na n m vytvo il teorii diferenciálního a integrálního po tu také I. Newton

(1643 – 1727). Dal ím velmi významným matematikem 18. století byl L. Euler (1707 –

1783). Ten byl u zrodu dal ích dvou v té dob  nových obor  matematiky, varia ního po tu a

diferenciální geometrie. Historie funkcionální analýzy, diferenciálního a integrálního po tu

jde dále p es takové velikány d jin matematiky, jakými byli J.-L. Lagrange, P.-S. Laplace, J.

B. J. Fourier, G. F. B. Riemann, K. F. J. Gauss a mnoho a mnoho dal ích.

V následujících kapitolách se tedy pono íme do hlubin problematiky diferenciálního a

integrálního po tu a budeme zkoumat ten sv t, který je svým zp sobem zajímavý a asto plný

ne ekaných zvrat  a napínavých okam ik . Proto e se bude jednat o úvod, nebudou to

hlubiny nikterak závratné. Spí e se budeme potáp t n kolik metr  pod hladinou, ale i tak

tento sv t bude velmi zajímavý.

I.I Pojem funkce a základní vlastnosti funkcí jedné prom nné

I.I.I Vymezení pojmu funkce
Na st ední kole i v p ede lých dílech této série skript pro vy í odborné koly jsme

s pojmem funkce ji  pracovali. Zcela intuitivn  m eme íci, e funkce je n jaká závislost

jedné prom nné na hodnotách druhé prom nné daná jistým p edpisem. íkáme pak, e

„y závisí na x“ a nebo také „hodnota y je funkcí argumentu x“.

Toto vymezení pojmu funkce nám ale v dal ím textu rozhodn  sta it nebude a tak se

pokusíme p esn ji vymezit to, co chápeme v matematice jako funkci. Za me ale p íklady

kterých funkcí, které ji  velmi d rn  známe.
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jme funkci f:  y = x2. Zvolíme-li libovolnou hodnotu

prom nné x ( íkáme jí také nezávisle prom nná, proto e ji

eme volit naprosto nezávisle jen s p ihlédnutím na

defini ní obor dané funkce, pojem viz. dále), pak hodnotu

prom nné y ( íkáme jí také závisle prom nná, proto e je její

hodnota závislá na volb  prom nné x) získáme jako funk ní

hodnotu funkce f ve zvoleném bod x, tj. y  =  f(x). Tak

nap íklad pro x  =  2 bude mít y hodnotu

f(2) = 22 = 4. Analogicky pro hodnotu x = –3 bude y = f(–3) =

= (–3)2 =  9. Pokud bychom vynesli postupn  v echny funk ní hodnoty funkce f pat né

k volným hodnotám prom nné x do grafu, získali bychom parabolu (viz. obrázek I.I.a). Je

ejmé, e mno ina, ze které budeme moci hodnoty nezávisle prom nné x volit, budou

echna reálná ísla. Volba hodnot x nebude tedy ni ím omezená. V imn me si je  jedné

le ité v ci. Ka dé hodnot x z mno iny v ech reálných ísel p azuje funkce f práv  jednu

hodnotu y = f(x). Zárove  v ak ka dé hodnot y = f(x), vyjma bodu y = 0, odpovídají v tomto

ípad  práv  dv  hodnoty x. Navíc mno inu v ech y  =  f(x) netvo í v echna reálná ísla,

nýbr  pouze jejich podmno ina, konkrétn  interval 〈0;  +∞). Tuto poznámku nezapome te,

budeme ji pot ebovat dále.

Podívejme se na jiný p ípad. M jme funkci g:  y  = 25 x− .  I  zde  pro  zvolenou

hodnotu prom nné x funkce g p azuje hodnotu y = g(x). Tak nap íklad pro x  =  2 bude

hodnota funkce g rovna y = 125 2 =− . Je ale z ejmé, e zde nebudeme moci volit hodnotu

nezávisle prom nné x zcela libovoln . Omezující bude v tomto p ípad  výskyt odmocniny

v p edpisu funkce g. Z d ív ího studia víme, e pod odmocninou (pohybujeme-li se nad

lesem reálných ísel) nesmí být íslo men í ne  nula. Tuto podmínku je mo né zapsat ve

tvaru: 5 – x2 ≥ 0. Z toho vyplývá, e mno ina v ech dosazovaných x do p edpisu funkce g

musí spl ovat následující vztah: |x| ≤ 5, co  odpovídá intervalu –5 ≤ x ≤ 5. Hodnoty nezávisle

prom nné x m eme tedy volit libovoln , ov em s p ihlédnutím k vý e

definované podmínce. Je proto jasné, e hodnoty prom nné x mohou

být v echna reálná ísla x ∈ 〈–5; 5〉, co  jist  není mno ina v ech

reálných ísel, nýbr  její podmno ina. Bystrý student jist  poznal, e

funkce g v tomto p ípad  popisuje polokru nici se st edem v po átku

kartézské soustavy sou adnic (O, x, y) a  s  polom rem r  = 5

1 2

Obrázek I.I.b

√5

1 2 3
Obrázek I.I.a
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(viz. obrázek I.I.b). Obdobn  jako v minulém p ípad  si v imn me toho, e ka dé hodnot

x ∈ 〈–5; 5〉 je p azena práv  jedna hodnota y = g(x) a také i zde platí, e jedné hodnot

y = g(x), op t mimo p ípadu, kdy se y = 0, odpovídají práv  dv  hodnoty x. I tady mno inou

ech y = g(x) nejsou v echna reálná ísla, ale jejich podmno ina, kterou m eme zapsat

intervalem 〈0; 5 〉.

Do t etice je  jeden p íklad. M jme definovanou funkci h:  y  =  ln  x. Pro zvolenou

hodnotu nezávisle prom nné x funkce h p azuje v dy práv  jednu hodnotu

y = h(x). Je zde ale omezení pro volbu neznám x v podob  funkce p irozeného logaritmu.

Z d ív ka víme, e p irozený logaritmus není definován pro

záporná ísla a nulu.  Pro volbu prom nné x platí tedy následující

podmínka: x  >  0. To znamená, e pro libovolné x ∈ (0;  +∞)

funkce h p azuje n jakou hodnotu y  =  h(x). Tak nap íklad pro

x = 2 je hodnota funkce h p ibli  rovna y = h(2) ≅ 0,693. Pro

x  =  e je  pak y  =  h(e)  =  1. Grafem funkce h bude logaritmická

ivka na obrázku I.I.c. Z ní je mo né vy íst, e mno inou v ech

y = h(x) budou v echna reálná ísla – na rozdíl od p edcházejících dvou p íklad . Z ejm

ka dé hodnot x z intervalu (0;  +∞) je p azena práv  jedna jediná hodnota y = h(x) a

zárove  ka dé hodnot y = h(x) odpovídá práv  jedna jediná hodnota prom nné x. Funkce h

je v tomto ohledu odli ná od p edcházejících dvou a bude hrát v dal ím textu d le itou roli!

Na p edcházejících p íkladech jsem cht l p iblí it pojem funkce jaksi intuitivn . Nyní

si jej definujeme p esn . íkáme, e y je funkcí argumentu x práv  tehdy, kdy  ka dému

prvku x z mno iny M ⊆ R p adíme práv  jeden prvek y z mno iny N ⊆ R.

Tuto skute nost zapisujeme symbolicky f: y = f(x). Zápis nám tedy íká, e jsme námi

definovanou funkci pojmenovali f a symbol f(x) zna í funk ní hodnotu funkce f v bod x, tedy

hodnotu y. Zkrácen  pak íkáme, e se jedná o „funkci f“  a  nebo  také  o  „funkci f(x)“.

Znázornit graficky pr h funkce f(x) není nic jiného, ne  vynést v kartézské soustav

sou adnic (O, x, y) v echny body, které mají sou adnice [x;  y  =  f(x)], kde x ∈ M a y ∈ N.

Pokud bychom dokázali vynést úpln  v echny body o sou adnicích [x; y = f(x)] (a  tedy

pat ících uva ované funkci f), pak by graf tuto funkci jednozna  definoval. M eme tedy

íci, e mno ina v ech bod  o sou adnicích [x; y = f(x)], kde x ∈ M a y ∈ N zcela

jednozna  definuje funkci f. Bod  s vý e zmi ovanou vlastností je v ak nekone  mnoho

(pohybujeme se v mno in  v ech reálných ísel), a proto pomocí standardních pom cek, jako

jsou papír a tu ka, jsme schopni vynést jen p ibli nou aproximaci reálného pr hu funkce.

1 2

Obrázek I.I.c
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Ani po íta e nám nedoká í vykreslit striktn  spojitý graf, i kdy  krok sousedních hodnot x,

pro která m eme vypo ítat funk ní hodnoty libovolné funkce, m e být velmi malý (a je

definovaný parametrem rozli ení monitoru p ípadn  jiného externího výstupního za ízení).

Tím se ale p esnému grafu n jaké funkce dob e p iblí íme a dostáváme tak kvalitní

aproximaci jejího grafu, stále to v ak není úpln  p esné. To je t eba mít na pam ti.

Poj me dál. Mno in M v definici pojmu funkce, kterou jsme nazvali funkcí f, íkáme

defini ní obor funkce a zna íme symbolem Df p ípadn D(f). Tak e defini ní obor libovolné

funkce je vlastn  mno ina v ech hodnot nezávisle prom nné x, pro které má uva ovaná

funkce smysl. Jsou to ty hodnoty x, které spl ují podmínky vy íslitelnosti p edpisu uva ované

funkce.  Mno in  N pak íkáme obor hodnot práv  definované funkce f a zna íme symbolem

Hf  nebo H(f). Je to tedy mno ina v ech funk ních hodnot y libovolné funkce.

Z uvedených p íklad  a z definice funkce vyplývá pom rn  zásadní v c. Jedné

hodnot  nezávisle prom nné x z defini ního oboru libovolné funkce p azujeme v dy pouze

jednu jedinou funk ní hodnotu y. Ale jedné funk ní hodnot y nemusí v dy odpovídat pouze

jedna hodnota nezávisle prom nné x (viz. první i druhý p íklad)!!!

Z vý e zmín ného také vyplývá i pojem rovnosti dvou ( i více) funkcí. Abychom toti

jednozna  definovali libovolnou funkci, musíme ur it jednak p edpis, kterým budeme

hodnotám nezávisle prom nné x p azovat funk ní hodnoty y a zadruhé musíme ur it

defini ní obor této funkce.

Aby se tedy dv  funkce f a g rovnaly, musí platit, e D(f) = D(g) a zárove  pro

echna x ∈ D(f) = D(g) musí platit f(x) = g(x).

Jako ilustraci pou ijeme zaprvé funkci f: y = x2, D(f) = R a za druhé funkci g: y = x2,

D(g)  = Z. A koliv mají ob  funkce stejný p edpis (pravidlo, kterým se ka dému x

z defini ního oboru té které funkce p azuje funk ní hodnota y), nejsou tyto funkce stejné!

Li í se toti  v defini ním oboru. Tím se také budou li it grafy obou funkcí. Zatímco grafem

funkce f bude spojitá k ivka, kterou nazýváme parabola, grafem funkce g budou pouze body

[x; y = x2], kde x ∈ Z a y ∈ N0.

I.I.II Monotónnost funkce
jme funkci f: y = f(x), která je definovaná na jistém intervalu I ⊆ D(f), který m e

být omezený nebo neomezený, také uzav ený, otev ený i polouzav ený.

íkáme, e funkce f je funkcí rostoucí na intervalu I práv  tehdy,  kdy  pro  libovolná

dv ísla x1, x2 ∈ I taková, e x1 < x2, platí f(x1) < f(x2).
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Jinými slovy to znamená, e pokud je funkce f rostoucí, pak se zv ujícím se

argumentem x ∈ I rostou také funk ní hodnoty y = f(x). P íkladem rostoucí funkce je f: y = 2x.

Tato funkce je dokonce funkcí rostoucí na celém svém defini ním oboru, tj. interval I = D(f)!

Nech  existuje funkce g: y = g(x), která je definovaná na jistém intervalu J ⊆ D(g),

který op t m e být omezený, neomezený, uzav ený, otev ený i polouzav ený.

íkáme, e funkce g je funkcí klesající na intervalu J práv  tehdy, kdy  pro libovolná

dv ísla x1, x2 ∈ J taková, e x1 < x2, platí g(x1) > g(x2). Pro klesající funkci g proto platí, e

se vzr stající hodnotou argumentu x ∈ J klesají její funk ní hodnoty y = g(x).

Pro ilustraci pojmu klesající funkce se podívejme na funkci g:  y  =  x2.  Její  graf  je  na

obrázku I.I.a. Funkce g je klesající na intervalu J  =  (–∞;  0〉 ∈ D(g). Na jiném intervalu

I = 〈0; ∞) ∈ D(g) je funkce g rostoucí (viz. definice rostoucí funkce).

Ob  definice je mo né je  zobecnit. Nahra me v definici rostoucí funkce na

intervalu I nerovnost f(x1) < f(x2) nerovností f(x1) ≤ f(x2) a dostáváme tak definici funkce

neklesající. Podobn  v definici funkce klesající na intervalu J nahra me nerovnost

g(x1) > g(x2) nerovností g(x1) ≥ g(x2) a dostaneme tak definici funkce nerostoucí.

Pokud o n jaké libovolné funkci ekneme, e je na intervalu I monotónní, znamená to

pro nás, e je bu  na intervalu I funkcí klesající nebo rostoucí p ípadn  neklesající i

nerostoucí. Pokud je uva ovaná funkce rostoucí nebo klesající, pak takovou funkci nazveme

ryze monotónní na intervalu I.

Z toho vyplývá n kolik významných d sledk . Je-li n jaká funkce na intervalu I

rostoucí, je také jist  funkcí neklesající. Je-li ale uva ovaná funkce na intervalu I neklesající,

pak to neznamená, e by byla na tomto intervalu rostoucí! A podobn  je tomu i v p ípad

funkce klesající a nerostoucí!!!

Podívejme se je  jednou na graf funkce g: y = x2, který je nazna en na obrázku I.I.a.

Ptáme se nyní, jaká je funkce g z hlediska monotónnosti na intervalu I  = 〈–1; 2〉. Na tomto

intervalu toti  m ní funkce g svoji monotónnost a není mo né o ní rozhodnout. P íklad

eme také zobecnit: Pokud dochází na libovolném intervalu I, který je podmno inou

defini ního oboru libovolné funkce, ke zm  její monotónnosti, íkáme, e tato funkce není

ani rostoucí, ani klesající, ani nerostoucí a ani neklesající! Takovou funkci pak ozna íme jako

funkcí nemonotónní.

Je  na záv r kapitoly týkající se monotónnosti funkce dv  poznámky. Je-li libovolná

funkce na intervalu I rostoucí, pak je rostoucí i na v ech intervalech, které jsou ástí intervalu

I. Stejn  je tomu i v p ípad  klesající, nerostoucí a neklesající funkce na intervalu I.
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Z monotónie uspo ádanosti na mno in  v ech reálných ísel také vyplývá to, e pokud je

funkce f: y = f(x) rostoucí na intervalu I, pak je funkce g: y = c ⋅ f(x) rostoucí pro c > 0 a pro

c < 0 je funkce g klesající.

I.I.III Funkce konkávní a konvexní
Dal ím z vlastností, kterou u funkcí zji ujeme je, zda zkoumaná funkce je konkávní a

nebo konvexní. V tuto chvíli je  nemáme definovaný matematický aparát, kterým bychom

jednozna  definovali tyto vlastnosti. Proto se k tématu vrátíme je  jednou v kapitole

týkající se vy et ování pr  funkcí ve chvíli, kdy ji  budeme mít k dispozici derivace.

esto v ak bych zde rád uvedl p íklady funkcí, na kterých bych cht l demonstrovat

konkávnost a konvexnost.

Podívejme se nyní na funkci f:  y  =  x2. Graf funkce je znázorn n na obrázku I.I.III.a.

Zvolíme-li n libovolných hodnot xi pro i  = 1,  2,  …, n z n jakého intervalu I  = 〈a; b〉 ⊆ D(f)

takových, e x1 <  x2 <  … < xn a n ≥ 2, pak funkci f nazveme konvexní na intervalu I práv

tehdy, kdy  bude platit, e
nxxx ϕϕϕ tantantan

21
≤≤≤ L , kde

ixϕ  jsou úhly, které svírají

te ny ke grafu funkce f v bodech xi pro i = 1, 2, …, n s kladnou ástí osy x kartézské soustavy

sou adnic (O, x, y). Funkce f je funkcí konvexní na intervalu

I  = 〈a;  b〉, proto e vý e zmín nou podmínku pro libovolný

po et bod  tohoto intervalu bezezbytku spl uje. Dokonce je

tato funkce konvexní na celém D(f)!!! Nicmén  je z ejmé, e

tato definice je pom rn  laxní. Vymezuje sice pojem

konvexnosti na intervalu, ale nic ne íká o tom, kdy je daná

funkce konvexní v obecném bod  z defini ního oboru

zkoumané funkce p ípadn  v obecném bod  intervalu I.

esn í vymezení pojmu konvexnosti m e být toto. íkáme, e funkce f je konvexní na

intervalu I práv  tehdy, kdy  pro ka dý bod x0 intervalu I jsou v echny body [x; y = f(x)] nad

te nou ke grafu funkce f v bod [x0; y = f(x0)]. I zde v ak zatím chybí zásadní p edpoklad, e

toti  zkoumaná funkce má na intervalu I derivaci! Proto se konvexností i konkávností budeme

hloub ji zabývat a  budeme mít definované derivace a prstencové okolí bodu a budeme tak

moci t chto pojm  vyu ít ve výpo tech.

Abychom nechodili daleko, rozeberme si nyní funkci g:  y  =  –x2 +  5, její  graf je na

obrázku I.I.III.b. Op t zvolme postupn n libovolných bod xi pro

i = 1, 2, …, n z n jakého intervalu J = 〈a; b〉 ⊆  D(f) s vlastností, e x1 < x2 < … < xn a n ≥ 2.

Funkci g nazveme konkávní na intervalu J práv  tehdy, kdy  bude platit, e

x1 xn...............
1xϕ

nxϕ

Obrázek I.I.III.a

y = x2

a b
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nxxx ϕϕϕ tantantan
21

≥≥≥ L , kde
ixϕ  jsou úhly, které svírají te ny ke grafu funkce g

v bodech xi pro i  =  1,  2,  …,  n s kladnou ástí osy x kartézské soustavy sou adnic (O,  x,  y).

Funkce g je funkcí konkávní na intervalu J  = 〈a;  b〉, proto e vý e zmín nou podmínku pro

libovolný po et bod  tohoto intervalu zcela bezezbytku

spl uje. A op t je tato funkce konkávní na celém D(g)!!!

Tato definice má stejnou vadu na kráse jako ta p echázející.

esn ji pak m eme definovat konkávnost následujícím

zp sobem. íkáme, e funkce g je konkávní na intervalu J

práv  tehdy, kdy  pro ka dý bod x0 intervalu J jsou v echny

body [x; y = g(x)] pod te nou ke grafu funkce g v bod

[x0;  y  =  g(x0)]. Také tady zatím chybí zásadní p edpoklad

existence derivace funkce g na intervalu J!

V obou p edcházejících odstavcích pracujeme s oboustrann  uzav enými intervaly I a

J. Tak e p edpoklad existence derivace funkcí f a g v ka dém z vnit ních bod  pat ných

interval  je t eba je  roz it je  o existenci derivace zprava v levých krajních bodech a o

existenci derivace zleva v pravých krajních bodech obou interval . Pokud bychom tuto

podmínku neuva ovali, museli bychom do definic konvexní a konkávní funkce vzít intervaly I

a J oboustrann  otev ené!!!

Do t etice m jme tuto funkce h:  y  =  5x3 – 30x2 + 55x – 30. Jedná se o racionální

funkci t etího stupn  jejím  grafem je kubická parabola. Ko eny jsou postupn ísla 1, 2 a 3 a

rozklad na ko enové initele je následující: 5(x – 1)(x – 2)(x – 3). Graf funkce h je na obrázku

I.I.III.c. Vlastnosti ené v obou posledních definicích jsou spln ny postupn  na intervalech

(–∞; 2〉 a 〈2, ∞). To znamená, e na intervalu (–∞; 2〉

je funkce h konkávní a na intervalu

〈2, ∞) je funkce h konvexní. Je z ejmé, e

kdybychom zvolili zájmový interval nap íklad

(1,42; 2,58), pak daná funkce nebude ani konkávní

ani konvexní proto e v bod x  =  2 se konkávní

pr h funkce h m ní na konvexní. Takovým bod m

s touto vlastností íkáme inflexní body!

Problematikou ur ování inflexních bod  se budeme zabývat a  v kapitolách

novaných pr hu funkcí a to proto, e k tomu pot ebujeme znalost limit a derivací a s nimi

spojených v t. Tam také odstraníme nedostate nost vý e uvedených definic konvexnosti a

1,92

Obrázek I.I.III.c

y = 5x3 –30x2 + 55x – 30

–1,92
1,42

2,58

x1 xn...............

1xϕ
nxϕ

Obrázek I.I.III.b

y = –x2 + 5

a b
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konkávnosti funkcí a rozli íme si pojmy ryze konkávní funkce od funkce konkávní a ryze

konvexní funkce od funkce konvexní.

I.I.IV Sudost a lichost funkce
íkáme, e funkce f je funkcí lichou práv  tehdy, kdy  je defini ní obor funkce f

soum rný podle po átku (tj. pro ka dou hodnotu x ∈ D(f) je  také –x ∈ D(f)) a zárove  pro

libovolnou hodnotu x z D(f) platí: f(–x) = –f(x). Podívejme se na p íklad funkce f:  y = sin x.

Aby byla funkce f lichá, muselo by platit, e sin(–x) = –sin x. Z ejm  platí sin(–x) =

= sin(x – 2x). Tak e pomocí sou tových vzorc  dostáváme:

sin(–x) = sin(x – 2x)  = sin x ⋅ cos 2x – cos x ⋅ sin 2x

= sin x ⋅ cos 2x – cos x ⋅ 2 ⋅ sin x ⋅ cos x =

= sin x (cos 2x – 2cos2 x) =

= sin x (cos2 x – sin2 x – 2cos2 x) =

= sin x (– sin2 x – cos2 x) = sin x [(–1)(sin2 x + cos2 x)] =

= –sin x

Tím jsme dokázali, e funkce f:  y  =  sin  x je funkcí lichou. Graf funkce sin  x nebudu zde

uvád t s odvoláním na skripta Matematika 10, R. Hampl, VO  a SP  Varnsdorf, 2005. Pilný

student si provede d kaz i pro jiné liché funkce jako nap íklad pro funkci y = x3, apod.

Je-li funkce f lichá, pak íkáme, e její graf je soum rný podle po átku kartézské

sou adné soustavy (O, x, y).

Krom  funkcí lichých rozli ujeme také funkce sudé. Funkce g je funkcí sudou práv

tehdy, kdy  je defini ní obor funkce g soum rný podle po átku (tj. pro ka dou hodnotu

x ∈ D(g) je  také –x ∈ D(g)) a zárove  pro libovolnou hodnotu x z D(g) platí: g(–x) = g(x).

jme funkci g:  y  =  cos  x. P edpokládejme, e funkce g je sudá a doka me to. Aby byla

funkce g sudá, musí platit, e cos(–x) = cos x, kdy cos(–x) m eme p epsat také jako

cos(x – 2x). Tak e dostáváme s pou itím sou tových vzorc :

cos(–x) = cos(x – 2x)  = cos x ⋅ cos 2x + sin x ⋅ sin 2x

= cos x ⋅ cos 2x + sin x ⋅ 2 ⋅ sin x ⋅ cos x =

= cos x (cos 2x + 2sin2 x) =

= cos x (cos2 x – sin2 x + 2sin2 x) =

= cos x (cos2 x + sin2 x) =

= cos x

Op t jsme dokázali, e tentokrát funkce g: y = cos x je funkcí sudou. Graf funkce cos x zde

také nebudu uvád t s odvoláním na skripta „Matematika 10“,  Ing.  R.  Hampl,  VO  a  SP

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38


Varnsdorf, 2005. Pilný student si také provede d kaz i pro jiné sudé funkce jako nap íklad pro

funkci y = x4, apod.

Je-li funkce g sudá, pak íkáme, e její graf je soum rný podle osy y kartézské

sou adné soustavy (O, x, y).

I.I.V Extrémy funkce
Sledujeme-li pr h funkce, zajímá nás také, v jakých bodech dosahuje extrémních

funk ních hodnot. To znamená, e hledáme takové body x z defini ního oboru sledované

funkce, ve kterých dosahuje maximálních, respektive minimálních funk ních hodnot.

Takovým bod m pak íkáme v matematice extrémy funkce. Nyní si rozebereme podmínky

pro existenci bod  s extremálními funk ními hodnotami a v kapitolách v novaných pr hu

funkcí se pak na tuto problematiku podíváme zevrubn ji a uká eme si výpo etní aparát

vhodný práv  pro výpo et extrém  funkce.

jme danou funkci f, která je definovaná na jistém intervalu (a; b), kde ísla a, b

pat í do mno iny v ech reálných ísel (pozor, jedná se o oboustrann  otev ený interval, tak e

ísla a a b nemusí nutn  pat it do defini ního oboru funkce f!!!). Dále p edpokládejme, e

existuje íslo x0 takové, e x0 ∈ (a; b) a tedy také x0 ∈ D(f). íkáme, e funkce f má v bod x0

lokální maximum práv  tehdy, kdy  existuje reálné íslo δ >  0 takové, e pro v echny

hodnoty nezávisle prom nné x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ) je f(x) ≤ f(x0). Pokud m eme zvolit reálné

íslo δ >  0 takové, e pro v echny hodnoty nezávisle prom nné x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ) je

dokonce f(x) < f(x0), pak íkáme, e funkce f má v bod x0 ostré lokální maximum. Interval

(x0 – δ;  x0 + δ) nazýváme v matematice δ-okolím bodu x0 a budeme si o n m íkat více

v kapitolách v novaných limitám funkce jedné prom nné.

Krom  lokálního maxima mohou mít funkce také lokální minimum. M jme nyní

danou funkci g, která je definovaná na jistém intervalu (a; b), kde ísla a, b pat í op t do

mno iny v ech reálných ísel. I zde p edpokládejme, e existuje íslo x0 takové, e x0 ∈ (a; b)

a tedy také x0 ∈ D(g). íkáme, e funkce g má v bod x0 lokální minimum práv  tehdy, kdy

existuje reálné íslo δ >  0 takové, e pro v echny hodnoty nezávisle prom nné

x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ) je g(x) ≥ g(x0). Pokud m eme zvolit reálné íslo δ > 0 takové, e pro

echny hodnoty nezávisle prom nné x ∈ (x0 – δ; x0 + δ) je dokonce g(x) > g(x0), pak íkáme,

e funkce g má v bod x0 ostré lokální minimum.

Lokálním maxim m a lokálním minim m funkce íkáme souhrnným názvem lokální

extrémy.
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Roz me nyní oboustrann  otev ený interval (a; b) v definicích lokálních extrém

funkce o krajní body a a b. Dostáváme tak oboustrann  uzav ený interval 〈a;  b〉. A nyní

jme funkci h, která je definována na tomto intervalu. Má-li funkce h v bod x0 ∈ 〈a;  b〉

nejv í funk ní hodnotu ze v ech funk ních hodnot, kterých funkce h na intervalu 〈a;  b〉

nabývá, je bod x0 bu  lokáním maximem funkce h na intervalu 〈a;  b〉 a nebo je krajním

bodem intervalu 〈a;  b〉, tj. x0 =  a nebo x0 =  b. Obdobn , má-li funkce h v bod x0 ∈ 〈a; b〉

nejmen í funk ní hodnotu ze v ech funk ních hodnot, kterých funkce h na intervalu 〈a;  b〉

nabývá, je bod x0 bu  lokáním minimem funkce h na intervalu 〈a; b〉 a nebo je krajním bodem

intervalu 〈a; b〉, tj. x0 = a nebo x0 = b.

kaz pro lokální maximum provedeme takto: „Není-li bod x0 krajním bodem

intervalu 〈a;  b〉, existuje íslo δ >  0 tak, e (x0 – δ;  x0 + δ) ⊂ 〈a; b〉. Potom je v ak podle

edpokladu h(x) ≤ h(x0) pro v echna x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ) a to znamená, e funkce h má

v bod x0 lokální maximum. Podobn  pro lokální minimum.“ D kaz je citován z knihy „Úvod

do po tu diferenciálního“,  Prof.  Dr.  V.  Jarník,  Jednota  eskoslovenských  matematik  a

fysik , Praha, 1946, str. 287.

Z  definic lokálních extrém  také vyplývá, e aby m la n jaká funkce v bod x0

lokální extrém, musí být práv  bod x0 vnit ním bodem zájmového intervalu 〈a;  b〉!  Nesmí  to

být jeden z jeho krajních bod . Kdyby daná funkce nabývala své extremální funk ní hodnoty

v jednom z krajních bod  zájmového intervalu, tj. v bod x0 =  a nebo x0 =  b,  nem e  být

tento bod pova ován za lokální extrém proto e neexistuje ádný oboustrann  otev ený

interval (viz. definice lokálních extrém ), v n  by bod a nebo b byl jeho vnit ním bodem!

Pro ilustraci se nyní podívejme na obrázek I.I.V.a. Na n m je graf funkce e: y = e(x),

která je definovaná na intervalu 〈a; b〉. V bodech x2, x6 a x8 má funkce e ostrá lokální maxima,

zatímco v bodech x1, x3 a x7 má funkce e

ostrá lokální minima. Krom  toho má

funkce e lokální maxima – ale neostrá! – na

intervalu 〈x4;  x5) a zárove  lokální minima

– op t neostrá! – na intervalu (x4;  x5〉.

Tak e ve v ech bodech intervalu (x4;  x5)

má funkce e neostrá lokální maxima a

zárove  minima! Bod x4 je neostrým

lokálním maximem a bod x5 je neostrým

lokálním minimem.

a bx1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

Obrázek I.I.V.a

e: y = e(x)

x8
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Nejv í funk ní hodnoty dosahuje funkce e v bod a, ale tento bod není mo né

pova ovat za lokální maximum, proto e neexistuje ádný otev ený interval (viz. definice

lokálních extrém ), který by byl podmno inou defini ního oboru funkce e a  pro  který  by  byl

bod a jeho vnit ním bodem! Uv domme si, e defini ní obor funkce e je vlastn  interval

〈a; b〉!

I.I.VI Spojitost funkce
Pojem spojitosti funkce jist  umo uje zcela intuitivní p edstavu, e se jedná o funkci,

její  pr h je spojitý, tj. funkce na daném intervalu probíhá bez p eru ení. Pro pr h funkce

to tedy znamená, e v ádném bod  zkoumaného intervalu (m e jím být i celý defini ní obor

zkoumané funkce) nedochází k ostrému zlomu (ostré zm  funk ních hodnot) této funkce.

Ale v matematice si s touto p edstavou spojitosti funkce nevysta íme. Je t eba pojem

definovat nade v í pochybnost.

Pro nás, jednodu e eno, bude pojem spojitosti funkce f:  y  =  f(x) v bod x  =  x0

znamenat, to, e zm níme-li o málo hodnotu nezávisle prom nné x, bude se velmi málo li it

funk ní hodnota y = f(x) od hodnoty y  =  f(x0). Hovo íme zde o „velmi malé“ zm  jak

hodnot argumentu funkce f tak funk ních hodnot y = f(x).  Co  ale  „velmi malou“ zm nou

chto hodnot rozumíme? Podívejme se na obrázek I.I.VI.a.

Zvolíme libovolné reálné íslo ε >  0. K  íslu ε m eme najít okolo bodu x0 interval

(x0 – δ;  x0 + δ), kde δ >  0 takový, e pro libovolnou hodnotu x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ) se bude

funk ní hodnota f(x) od funk ní hodnoty f(x0) li it o mén  ne  námi zvolené íslo ε. To

znamená, e bude platit nerovnost: |f(x) – f(x0)| < ε.

A práv  ony hodnoty ε a δ nám vymezují význam slovního spojení „velmi malé“

zm ny. Je z ejmé, e ke ka dému zvolenému ε >  0, by  sebemen ímu, je v dy mo né nalézt

íslo δ >  0. Navíc velikost

ísla δ bude v dy záviset na

volb ísla ε. Budeme-li

sledovat d je na úrovni

mezigalaktických pozorování,

budou pro nás dostate

malou zm nou hodnoty ísel ε

a δ ve velikostech 103 km.

Naopak budeme-li se

)(
x0

f(x0)

f(x0) + ε

f(x0) – ε

ε

ε

x0 + δx0 – δ

δ δ

f: y = f(x)

Obrázek I.I.VI.a

x

f(x)
|f(x) – f(x0)|
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pohybovat ve struktu e atomu, za nou pro nás být zajímavé velikosti ísel ε a δ na úrovni 10-

10 metru.

Tak e definice spojitosti bude vycházet z práv eného: íkáme, e funkce f: y = f(x)

je spojitá v bod x0 práv  tehdy, kdy  ke ka dému kladnému íslo ε existuje kladné íslo δ

takové, e pro v echny hodnoty x ∈ (x0 – δ; x0 + δ) platí nerovnost |f(x) – f(x0)| < ε.

Je z ejmé, e aby byla funkce f:  y = f(x) spojitá v bod x0, musí být nutn  definována

na n jakém otev eném intervalu, jeho  je bod x0 vnit ním bodem!

Ov em pozor, v definici se nemluví nic o tom, e funkce f musí být nutn  definována

také p ímo v bod x0. Je-li v bod x0 definována, pak nerovnost |f(x) – f(x0)|  < ε je zcela

nepochybn  spln na, proto e |f(x0) – f(x0)|  = 0 < ε. Ale smysl definice spojitosti se nezm ní,

pokud budeme uva ovat v echna x ∈ (x0 – δ; x0 + δ) \ {x0}. Tak e definici m eme p epsat i

následujícím zp sobem: íkáme, e funkce f: y = f(x) je spojitá v bod x0 práv  tehdy, kdy  ke

ka dému kladnému íslo ε existuje kladné íslo δ takové, e pro v echny hodnoty

x ∈ (x0 – δ; x0 + δ)  \ {x0} platí nerovnost |f(x) – f(x0)| < ε.

jme nyní dv  libovolné funkce f: y = f(x) a g: y = g(x), pro které na intervalu (a; b)

platí, e f(x) = g(x). Mimo interval (a; b) se mohou funk ní hodnoty obou funkcí li it. Cht l

bych nyní ukázat, e pokud je funkce f(x) v bod x0 ∈ (a; b) spojitá, pak je i funkce g(x)

v tomté  bod x0 spojitá.

kaz je následující: pokud je funkce f(x) spojitá v bod x0 ∈ (a; b), musí existovat ke

ka dému ε > 0 n jaké íslo δ > 0 takové, e pro libovolnou hodnotu x ∈ (x0 – δ; x0 + δ) bude

platit nerovnost |f(x) – f(x0)|  < ε. Tolik íká definice spojitosti funkce f(x) v bod x0.

Zmen íme-li íslo ε tak, e k n mu nalezené íslo δ nám bude vymezovat interval

(x0 – δ;  x0 + δ) ⊂ (a; b), nebude to nikterak definici spojitosti funkce f(x) odporovat. Potom

ale bude jist  platit, e |g(x) – g(x0)| < ε  (p edpokládáme, toti , e na (a; b) platí f(x) = g(x)) a

proto funkce g(x) je také v bod x0 ∈ (a; b) spojitá.

Nyní si zde uvedeme dv  obecné v ty o spojitosti funkcí v bod x0. První se bude týkat

spojitosti sou tu, rozdílu, sou inu a podílu dvou funkcí a druhá pak spojitosti funkce slo ené.

jme dv  libovolné funkce f:  y  =  f(x) a g: y = g(x), které jsou v bod x0 spojité.

Potom také funkce |f(x)|, f(x) + g(x), f(x) – g(x), f(x) ⋅ g(x) jsou spojité v bod x0 a navíc

platí-li, e g(x0) ≠ 0, je i funkce f(x) / g(x) spojitá.

kaz si nyní uká eme pro funkci |f(x)|. Z definice spojitosti vyplývá, e aby byla

funkce f(x) spojitá v bod x0, m eme k libovolnému ε >  0 najít δ >  0 takové, e pro
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jakékoliv x ∈ (x0 – δ; x0 + δ) bude nerovnost |f(x) – f(x0)| < ε spln na. Podívejme se, jakých

hodnot za t chto p edpoklad  (vycházejících z definice spojitosti funkce f(x) v bod x0)

nabývá výraz ||f(x)| – |f(x0)||. Pokud f(x0) bude kladné, pak bude kladné i f(x) (hodnotu ísla

ε >  0 mohu  volit  tak,  aby  íslo δ >  0 vymezovalo interval (x0 – δ;  x0 + δ),  na  kterém,  pro

libovolné x z tohoto intervalu, bude f(x) také kladné). Výraz bude mo no upravit do tvaru

|f(x) – f(x0)| a jeho hodnota bude jist  men í, ne  námi zvolené íslo ε, nebo  se jedná p ímo o

podmínku spojitosti funkce f(x). Podívejme se je  na mo nost, e by f(x0) bylo íslo záporné.

Pak  i f(x) bude mít zápornou hodnotu a platí ||f(x)| – |f(x0)|| = |– f(x) – [–f(x0)]|  =

= |– f(x) + f(x0)|  = |–[f(x) – f(x0)]|. Pro absolutní hodnotu libovolného reálného ísla a platí,

e |a|  = |–a| a proto také |–[f(x) – f(x0)]| = |f(x) – f(x0)| < ε. M jme nyní f(x0) = 0. Z definice

spojitosti také vyplývá, e aby byla funkce f(x) v bod x0 spojitá jestli e e f(x0)  = 0, pak ke

zvolenému íslu ε >  0, m eme najít íslo δ >  0 s tou vlastností, e pro libovolné

x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ) bude spln na nerovnost |f(x)|  < ε.  Podívejme se  nyní  jak  vypadá  výraz

||f(x)| – |f(x0)|| pro f(x0)  =  0. V tomto p ípad  mohou nastat dv  situace, jednak f(x) ≥ 0 a

zadruhé f(x) < 0. Podívejme se na první z nich: ||f(x)| – |f(x0)|| = ||f(x)|| = |f(x)| < ε (co  jest

op t podmínka spojitosti funkce f(x) v bod x0, kde f(x0)  = 0). Druhá mo nost vypadá takto:

||f(x)| – |f(x0)|| = ||f(x)|| = |–f(x)|. Proto e pro absolutní hodnotu libovolného reálného ísla a

platí, e |a| = |–a|, bude i |–f(x)| = |f(x)| < ε. A tím je d kaz hotov.

Doká eme si je  spojitost funkce f(x) + g(x). Zvolme pro funkci f(x) + g(x) libovolné

ε > 0. A také pro funkci f(x) íslo ε1 = ε / 2 a pro funkci g(x) íslo ε2 = ε / 2 (nic nám v tom

nebrání). Ze spojitosti funkce f(x) vyplývá, e k íslu ε1 bude existovat íslo δ1 > 0 takové, e

pro libovolné x ∈ (x0 – δ1;  x0 + δ1) bude |f(x) – f(x0)|  < ε1. Toté  pro funkci g(x),  toti ,  e

k íslu ε2 bude existovat íslo δ2 >  0 takové, e pro libovolné x ∈ (x0 – δ2;  x0 + δ2) bude

|g(x) – g(x0)|  < ε2. Potom ale pro íslo δ =  min(δ1; δ2)  >  0 platí: pro libovolné

x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ) bude: |[f(x)  +  g(x)]  –  [f(x0)  +  g(x0)]|  < ε1 + ε2. Proto e ale

|[f(x) + g(x)] – [f(x0)  +  g(x0)]| ≤ |[f(x)  –  f(x0)]|  +  |[g(x)  –  g(x0)]| a ε1 + ε2 = ε, bude také

|[f(x) – f(x0)]| + |[g(x) – g(x0)]| < ε. Toto je v ak podmínka pro spojitost funkce f(x) + g(x).

Tím je d kaz hotov. Dal í d kazy nechám na pilném studentovi.

Druhou obecnou v tou o spojitosti bude v ta, která se bude týkat funkcí slo ených.

jme funkci g:  y  =  g(x) spojitou v bod x0. Dále m jme funkci f:  z  = f(y) spojitou v bod

y0 = g(x0). Potom slo ená funkce f(g(x)) je také spojitá v bod x0.
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Provedeme d kaz. Zvolme nyní íslo ε >  0. A nyní musíme zjistit, jestli existuje

k námi zvolenému íslu ε íslo δ >  0 takové, e pro v echny x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ) platí

nerovnost |f(g(x)) – f(g(x0))| < ε.

Podle definice ísla y0 je mo né psát |f(g(x)) – f(y0)| < ε. Proto e je funkce f(y) v bod

y0 spojitá, m eme pro libovolná y ∈ (y0 – α; y0 + α) psát |f(y) – f(y0)| < ε. Proto e je i funkce

g(x) podle p edpokladu spojitá v bod x0, existuje ke ka dému α > 0, které jsme práv  dostali,

íslo δ > 0 takové, e pro v echny x ∈ (x0 – δ; x0 + δ) m eme psát |g(x) – g(x0)| < α, nebo-li

|g(x) – y0|  < α. M jme tedy libovolné íslo x ∈ (x0 – δ;  x0 + δ). Potom bude platit

|g(x) – y0|  < α a tedy bude platit |f(y) – f(y0)|  < ε a  tedy |f(g(x)) – f(y0)|  < ε tím je v ta

dokázána, proto e ono hledané íslo δ > 0 jsme nakonec na li!

Te  se podívejme je  jednou na funkci f:  y = 25 x− a na její graf. Je na obrázku

I.I.b ale my si jej je  jednou (a pro nás nyní vhodn ji) p ekreslíme na obrázku I.I.VI.b.

defini ním obore této funkce je jist  interval 〈 5− ; 5 〉. Na

tomto intervalu je funkce f definována a navíc v ka dém bod

oboustrann  otev eného intervalu ( 5− ; 5 ) je funkce f i

spojitá. Podívejme se ale na p ípad, kdy x0 = 5 , který le í

v defini ním oboru funkce f(x). Podle definice spojitosti funkce

f(x) zvolme jisté ε >  0. K n mu není problém najít íslo δ >  0.

Ale s dal í ástí definice spojitosti bude zádrhel. Sama definice

bude spln na na intervalu ( 5  – δ; 5 〉, tím spí e pak na intervalu ( 5  – δ; 5 ). A ur it

spln na nebude (a ani nem e být) pro interval ( 5 ; 5  + δ) proto e tento interval ji  není

podmno inou defini ního oboru zkoumané funkce f(x). Je vid t, e si zde s dosavadní definicí

spojitosti v bod x0 nevysta íme. Ale p eci jen je z ejmé, e funkce f(x) bude v bod x0

jakým zp sobem spojitá. Abychom mohli postihnout i tyto p ípady, zavádíme pojem

spojitosti zprava a spojitosti zleva v bod x0.

íkáme, e funkce f: y = f(x) je spojitá v bod x0 zprava práv  tehdy, kdy  ke ka dému

zvolenému íslu ε > 0 m eme najít íslo δ > 0 takové, e pro libovolnou hodnotu nezávisle

prom nné x ∈ 〈x0; x0 + δ) platí nerovnost |f(x) – f(x0)| < ε.

Podobn  definujeme spojitost funkce zleva. íkáme, e funkce f:  y  =  f(x) je spojitá

v bod x0 zleva práv  tehdy, kdy  ke ka dému zvolenému íslu ε >  0 m eme najít íslo

Obrázek I.I.VI.b

( )

δ δ

x0

ε

f(x)
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δ > 0 takové, e pro libovolnou hodnotu nezávisle prom nné x ∈ (x0 – δ; x0〉 platí nerovnost

|f(x) – f(x0)| < ε.

A stejn  jako v definici spojitosti i zde m eme bez jakéhokoliv vlivu nahradit interval

〈x0;  x0 + δ) intervalem (x0;  x0 + δ) a interval (x0 – δ; x0〉 intervalem (x0 – δ; x0). Smysl obou

definic se nezm ní! Op t, je-li na 〈x0; b), kde íslo b > x0, pro v echna x z tohoto intervalu

platná rovnost f(x) = g(x) a zárove  je funkce f(x) v bod x0 spojitá zprava, je také funkce g(x)

v bod x0 spojitá zprava. Je-li na (a;  x0〉, kde íslo a  <  x0, pro v echna x z tohoto intervalu

platná rovnost f(x) = g(x) a zárove  je funkce f(x) v bod x0 spojitá zleva, je také funkce g(x)

v bod x0 spojitá zleva.

Z definic spojitosti funkce zprava a zleva vyplývá jedna d le itá v ta: Funkce f(x) je

spojitá v bod x0 práv  tehdy, jestli e je spojitá v tomto bod  zprava a zárove  zleva.

ta definující spojitost funkcí |f(x)|, f(x) ± g(x), f(x) ⋅ g(x) a pro g(x0) ≠ 0 i f(x) / g(x)

platí bezezbytku i v p ípad , e budeme p edpokládat spojitost funkcí f(x) a g(x) zprava nebo

zleva.

Ale pozor, p estává platit v p ípad  spojitosti zleva nebo zprava v ta, která nám

vymezovala pojem spojitosti slo ených funkcí! Vlastnosti spojitosti slo ených funkcí

nem eme pro „jednostranné“ spojitosti vyu ít!!!

I.II Limita funkce jedné prom nné

I.II.I Prstencové okolí bodu x0

V odstavcích v novaných spojitosti funkcí byl pro nás d le itý interval (x0 – δ; x0 + δ)

ípadn  je  interval (x0 – δ;  x0 + δ) – {x0}. Tyto intervaly budou hrát v této kapitole velmi

významnou roli. Ale je  ne  za neme, musíme si objasnit n které nové pojmy, na kterých

budeme dále stav t. Jedná se o „δ-okolí bodu x0“  a  „prstencové okolí bodu x0“. Nev domky

jsme s nimi ji  pracovali, ale nepou ívali jsme tohoto ozna ení.

Význam pojm  toti  vystihují práv  zmín né intervaly zalo ené na existenci ísla δ.

Tak e δ-okolím bodu x0 rozumíme interval (x0 – δ; x0 + δ), který v textu ozna ujeme U(x0, δ),

kde íslo δ je dostate  malé, p esto kladné, reálné íslo, vyjad ující malou zm nu hodnot

nezávisle prom nné x v bod x = x0. Pokud nem e dojít k zám  a je zcela z ejmé o jakou

hodnotu δ se jedná, pak v zápisu δ-okolí bodu x0 symbol δ vynecháváme a pí eme U(x0).

Dal í mo né zápisy jsou tyto: V(x0), W(x0). D le itým faktem je, vlastní bod x0 do U(x0) pat í!

Krom  toho rozli ujeme je  pravé δ-okolí bodu x0 U+(x0) a levé δ-okolí bodu x0 U–(x0)
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jejich  významem jsou intervaly U+(x0) = 〈x0; x0 + δ) a U–(x0) = (x0 – δ; x0〉 a to v návaznosti

na spojitost funkce zprava nebo zleva.

Prstencovým okolím bodu x0 pak budeme rozum t interval (x0 – δ;  x0 + δ) – {x0}.

Budeme jej ozna ovat P(x0, δ), kde íslo δ má stejný význam jako v p edcházejících p ípad .

Op t pokud nem e dojít k mýlce, vynecháváme symbol δ a pí eme P(x0). A pozor, do P(x0)

bod x0 nepat í!!! I v tomto p ípad  rozli ujeme je  pravé prstencové okolí bodu x0 P+(x0) a

levé prstencové okolí bodu x0 P–(x0) jejich  významem jsou intervaly P+(x0)  = (x0;  x0 + δ) a

P–(x0)  =  (x0 – δ;  x0) a to op t v návaznosti na spojitost funkce zprava nebo zleva. Pilný

student si tyto intervaly znázorní na íselné ose.

V limitním po tu je  mno inu v ech reálných ísel R roz ujeme o symboly +∞

(plus nekone no) a –∞ (mínus nekone no). Takto roz enou mno inu v ech reálných ísel

zna íme R*. A bude ikovné, kdy  budeme v t, jak vypadá prstencové okolí t chto bod .

Jednak platí, e U(+∞)  =  P(+∞)  =  P–(+∞) a  také U(–∞)  =  P(–∞)  =  P+(–∞). Pravé

prstencové okolí +∞ a levé prstencové okolí –∞ toti  neexistují! K definici t chto pojm

musíme sáhnout k tro ku abstraktní p edstav .

I.II.II Pojem vlastní limity funkce jedné prom nné ve vlastním bod
Podívejme se na funkci f:  y = ln x. Jedná se o logaritmickou funkci, jejím  defini ním

oborem je interval (0;  +∞). Chceme v t, jak se chová funkce f v okolí bodu x = 1 (pojem

„okolí bodu“ má nyní práv  ten význam, jaký jsme mu p id lili v p edcházející kapitole a

tento význam bude mít i pro v echny ostatní kapitoly t chto skript!). Dosazujme nyní hodnoty

blízké jedni ce (ov em ne rovny jedné!) do p episu funkce f a uvidíme, e se funk ní hodnoty

budou blí it 0. íkáme tedy, e funkce f má v bod x  =  1 limitu rovnu 0. V tomto p ípad

navíc je také f(1) = ln 1 = 0, ale to pro limitu jako takovou nemá valného významu (na rozdíl

od spojitosti funkce!). Pro , to si uká eme hned v následujícím p íklad .

Definujme si jinou funkci. Funkci g:  y  =
x

e x 1− .  Na  první  pohled  je  z ejmé,  e  pro

hodnotu nezávisle prom nné x  =  0 nebude mít výraz smysl. Tuto hodnotu tedy musíme

z defini ního oboru funkce vyjmout. Potom tedy D(g)  = R – {0}.  Ve  v ech  bodech,  krom

bodu x = 0, je funkce g definována a je spojitá (viz. kapitola I.I.VI). Bude nás tedy eminentn

zajímat, jak se funkce g chová práv  v okolí bodu x = 0. Op t dosazujme do p edpisu funkce

hodnoty blízké nule (ne v ak rovny nula!). Funk ní hodnoty funkce g v okolí bodu x  = 0 se

budou blí it 1, budou se od jedni ky jen o málo li it. íkáme tedy, e funkce g má v bod
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x  =  0 limitu rovnu jedné! Ov em v tomto p ípad  nebyla funkce g v bod x  =  0 v bec

definována! V imn te si rozdílu v porovnání s p edcházejícím p íkladem. V okolí bodu x = 0

se funk ní hodnoty jen o málo li í od jedné, p esto v ak nelze hovo it o hodnot  funkce

v bod x = 0, ale jen o limit  této funkce v bod x = 0!

Obecn  je mo né tyto my lenky precizovat následující definicí: íkáme, e funkce

f: y = f(x) má v bod x  =  x0 (ve které nemusí být definována) limitu rovnu A práv  tehdy,

kdy  ke ka dému kladnému íslu ε existuje kladné íslo δ takové, e pro v echny hodnoty

x ∈ [P(x0) = (x0 – δ; x0 + δ)\{x0}] platí: |f(x) – A| < ε. S odvoláním na definici spojitosti musí

být jasné, co tato definice íká.

Jinými slovy, pro hodnoty x blízké x0 (ale od x0 odli né) jsou funk ní hodnoty funkce f

ve v ech bodech prstencového okolí bodu x0 blízké íslu A. Definice samo o sob  nic ne íká o

tom, e by funkce f musela být nutn  definována v bod x0! Existence limity ani její hodnota

nezávisí na funk ní hodnot f(x0) v bod x0 a  dokonce  nezávisí  ani  na  tom,  zda  je  funkce f

v tomto bod  definována!!! Zmín ná definice se dá zapsat i jazykem matematiky takto:

( )( )εδε <−∈∀>∃>∀⇔=
→

AxfAxf
xx

)(:xPx:00)(lim 0
0

.

Stejn  jako jsme k definici spojitosti funkce v daném bod  p ipojili i definice týkající

se spojitosti funkce v daném bod  zprava a pak i zleva, definujeme pojem limity funkce

v daném bod  zprava i zleva. Definice limity zm níme tak, e pro limitu v  bod x0 zprava

budeme uva ovat v echna x z pravého prstencového okolí bodu x0 a pro limitu funkce v bod

x0 zleva budeme uva ovat levé prstencové okolí bodu x0.

Tak ob  definice budou vypadat následovn . íkáme, e funkce

f: y = f(x) má v bod x  =  x0 (ve které nemusí být definována) limitu zprava rovnu A práv

tehdy, kdy  ke ka dému kladnému íslu ε existuje kladné íslo δ takové, e pro v echny

hodnoty x ∈ [P+(x0) = (x0; x0 + δ)] platí: |f(x) – A| < ε.

íkáme, e funkce f: y = f(x) má v bod x = x0 (ve které nemusí být definována) limitu

zleva rovnu A práv  tehdy, kdy  ke ka dému kladnému íslu ε existuje kladné íslo δ takové,

e pro v echny hodnoty x ∈ [P-(x0) = (x0 – δ;  x0)] platí: |f(x)  –  A|  < ε. Op t se v ani jedné

definici nemluví o f(x0), proto e jak P+(x0),  tak  i P-(x0) jsou otev enými intervaly! Smysl

definic je stejný jako definice oboustranné limity.
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Limitu funkce f(x) v bod x0 zapisujeme znakem )(lim
0

xf
xx→

, limitu funkce f(x) v bod

x0 zprava zapisujeme )(lim
0

xf
xx +→

 a nakonec limitu funkce f(x) v bod x0 zleva zapisujeme

znakem )(lim
0

xf
xx −→

.

Jestli e tedy napí eme, e Axf
xx

=
→

)(lim
0

 pak tím tvrdíme, e jednak limita funkce f(x)

v bod x0 existuje a zadruhé, e je práv  rovna íslu A! Podobn  pro levostrannou a

pravostrannou limitu.

Dostáváme se tak jedné ze základních v t o limitách. Toti , e funkce f(x) má v bod

x0 v dy nejvý e jednu limitu, nejvý e jednu limitu zprava a nejvý e jednu limitu zleva!

Doka me toto tvrzení. P edpokládejme existenci dvou ísel A a B. která jsou limitami

funkce f(x) v bod x0. Zvolme tedy íslo ε =  0,5 ⋅ |A – B|, co  je íslo jist  kladné. Podle

edpokladu existence dvou limit A a B funkce f(x) v bod x0 musí k íslu ε existovat ísla δ1,

δ2, pro která  platí: pro libovolné x ∈ P1(x0) je |f(x)  –  A|  < ε a pro libovolné x ∈ P2(x0) je

|f(x)  –  B|  < ε. Vezm me nyní men í z ísel δ1, δ2 a ozna me jen δmin. Pak pro libovolné

x ∈ (x0 – δmin; x0 + δmin) bude |A – B| = |A – f(x) + f(x) – B| ≤ |A – f(x)| + |f(x) – B|. Podle

existence limit A a B musí být |A – f(x)| + |f(x) – B| < ε + ε, to jest |A – f(x)| + |f(x) – B| < 2ε

a tedy |A  –  B|  < 2ε. To je ale ve sporu s na ím po áte ním p edpokladem, e 2ε = |A – B|.

Tím je v ta dokázána.

Dal í d le itou v tou o limitách je, e funkce f(x) má limitu v bod x0 práv  tehdy,

kdy  má limitu zprava i limitu zleva v tomto bod  a tyto dv  limity se rovnají! Jinak eno,

Axf
xx

=
→

)(lim
0

 práv  tehdy a jen tehdy, kdy Axfxf
xxxx

==
−+ →→

)(lim)(lim
00

.

Tuto v tu si dokazovat nebudeme a pilný student si d kaz jist  provede sám. D kaz je

také proveden v knize „Úvod do po tu diferenciálního“ od Prof. Dr. V. Jarníka na stran  184.

My si zde ale uká eme dva p íklady, které nám smysl této v ty objasní. Prvním z nich je ji

zmín ná funkce g: y =
x

e x 1−  a druhá bude funkce f: y =
x
1 . Ob  funkce mají stejný defini ní

obor, toti  v echna reálná ísla krom  nuly. Pro nulu nejsou tyto funkce definovány a tak nás

bude zajímat, jak se v okolí tohoto bodu chovají.

Vezm me si nejprve funkci g: y =
x

e x 1− . Zkusme rozd lit okolí bodu 0 na dv ásti.

Jednak postupn  zkusíme dosazovat hodnoty, které se blí í nule zprava (jsou tedy o málo

í ne  je nula) a za druhé budeme dosazovat hodnoty, které se blí í nule zleva (ty jsou o

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38


x0 = 0

1

g: y =
x

e x 1−

)(

Obrázek I.II.II.a

málo men í ne  je nula). V prvním p ípad  zjistíme, e se

nám funk ní hodnoty funkce g(x) budou blí it jedné,

respektive se budou blí it a budou v dy o n co málo

í ne  jedna. ím se bude hodnota nezávisle

prom nné x p iblí í více nule, funk ní hodnoty se tím

více budou jedni ce blí it a to shora. V tomto p ípad  má

tedy funkce g(x) v bod x0 =  0 pravostrannou limitu

rovnu práv  jedni ce. Bude-li se hodnota nezávisle

prom nné x  blí it k nule zleva, budou se funk ní hodnoty funkce g(x) blí it jedné, ale budou

dy men í ne  jedna. A práv  v limitním p ípad  se budou funk ní hodnoty funkce g(x)

blí it k jedni ce. Tak e funkce g(x) má  v  bod x0 =  0 levostrannou limitu rovnu op t jedné.

Pro funkci g(x) tedy platí, e její, e se její levostranná a pravostranná limita v bod x0 =  0

rovná a proto tato funkce má limitu, a to jedni ku. Viz. obrázek I.II.II.a.

Podívejme se nyní na funkci f. Defini ním oborem této funkce jsou op t v echna

reálná ísla mimo nuly, v tomto bod  není funkce definována! Jedná se o nep ímou úm rnost

její  grafem je rovnoosá hyperbola (viz. obrázek I.II.II.b). Okolí bodu x0 op t rozd líme.

Jednak na interval P+(x0) a zadruhé na interval P-(x0). V pravém prstencovém okolí bodu x0 je

situace následující. Blí íme-li se k tomuto bodu zprava, pak nám funk ní hodnoty funkce f(x)

rostou nade v echny meze, tedy k hodnot +∞. To

znamená, e limita funkce f(x) v bod x0 =  0 zprava  je

rovna +∞. V levém prstencovém okolí bodu x0 je tomu

trochu jinak. Blí íme-li se bodu x0 =  0 zleva, pak nám

funk ní hodnoty funkce f(x) klesají pode v echny meze,

tedy k hodnot –∞. Funkce f(x) má proto v bod x0 = 0

levostrannou limitu rovnu –∞. Je vid t, e se

levostranná limita funkce f(x) nerovná pravostranné a

proto musíme prohlásit, e zkoumaná funkce v bod

x0 =  0 limitu nemá. Jinými slovy, v  bod x0 = 0 limita

funkce f(x) neexistuje!

Z vý e eného je mo né ud lat n kolikero záv . P edn , má-li n jaká funkce

v bod x0 limitu, pak je zkoumaná funkce definována ve v ech bodech

P(x0) = (x0 – δ; x0 + δ) \ {x0} pro δ > 0. V bod x0 funkce nemusí být (ale m e) definována.

)(
x0 = 0

Obrázek I.II.II.b

f: y =
x
1
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Pokud má funkce limitu zprava v bod x0,  pak  je  jist  definována  na P+(x0) a pokud existuje

její limita zleva v bod x0, pak je funkce definována na P-(x0).

edpokládejme existenci intervalu (a; b) v n  le í bod x0 takový,  e  ve  v ech

bodech intervalu (a; b) mimo  nejvý e  bod x0 je f(x) = g(x). Za t chto podmínek pokud

existuje )(lim
0

xf
xx→

, pak také existuje )(lim
0

xg
xx→

 a navíc )(lim
0

xg
xx→

 = )(lim
0

xf
xx→

. Co  vyplývá

z toho, e limita není vlastností globální, týkající se celého defini ního oboru funkce, nýbr  je

svým charakterem vlastností lokální s p sobností na n jakém omezeném intervalu. Pro ú ely

limity je tímto intervalem prstencové okolí bodu x0 p ípadn  levo- i pravostranné prstencové

okolí bodu x0.

V kapitole I.I.VI jsme si definovali spojitost funkce v bod x0. Nebylo by mo né

definovat spojitost funkce v bod x0 také pomocí limit? Srovnáním obou definic, toti  definice

spojitosti funkce f(x) v bod x0 a definice limity funkce f(x) v bod x0, musíme dojít nutn

k záv ru, e definovat spojitost funkce pomocí limit není nic jiného, ne  polo it dal í v tu o

limitách: funkce f(x) je  spojitá  v  bod x0 práv  tehdy, kdy  platí )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

. Jinými

slovy to znamená, e funkce f(x) je v bod x0 spojitá  práv  tehdy,  existuje-li  v  tomto  bod

limita a tato limita je rovna práv  funk ní hodnot  funkce f(x) v bod x0, tedy hodnot f(x0).

Jednoduchou obm nou této definice pomocí zám ny existence limity za existenci

levo- resp. pravostranné limity, definujeme spojitost funkce z leva resp. zprava.

Máme definovaný pojem limity a také popsány a dokázány n které (podotýkám, ne

echny) vlastnosti limit. Bylo by v ak ú elné, kdybychom s limitami dokázali dále po ítat.

To znamená, abychom um li vypo ítat nejen limitu n jaké funkce, ale také limitu sou tu

kolika r zných funkcí, limitu jejich rozdílu, sou inu p ípadn  podílu, limitu slo ených

funkcí, atd.

K tomu, abychom byli schopni tyto limity po ítat, nám dává návod jedna

z nejzákladn ích v t o limitách. Proto si ji také celou doká eme. M jme dv  funkce

f: y = f(x) a g: y = g(x) a nech Axf
xx

=
→

)(lim
0

 a Bxg
xx

=
→

)(lim
0

. Potom platí, e:

(1) Axfxf
xxxx

==
→→

)(lim)(lim
00

(2) [ ] BAxgxfxgxf
xxxxxx

+=+=+
→→→

)(lim)(lim)()(lim
000

(3) [ ] BAxgxfxgxf
xxxxxx

−=−=−
→→→

)(lim)(lim)()(lim
000

(4) [ ] BAxgxfxgxf
xxxxxx

⋅=⋅=⋅
→→→

)(lim)(lim)()(lim
000

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38


(5)
B
A

xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
==









→

→

→ )(lim

)(lim

)(
)(lim

0

0

0

, pokud 0)(lim
0

≠=
→

Bxg
xx

kaz ásti (1) bude velmi jednoduchý. Zvolme libovolné ε >  0. Bude k n mu jist

existovat δ >  0 takové, e pro libovolnou hodnotu nezávisle prom nné x z P(x0) bude platit

|f(x0)  –  A|  < ε. To ale znamená, e bude také platit za t chto podmínek i rovnost

||f(x0)| – |A|| < ε a tedy Axfxf
xxxx

==
→→

)(lim)(lim
00

.

kaz ásti (2) a (3) je podobný d kazu spojitosti funkce f(x) + g(x).  Zvolme  tedy

ε >  0. Potom také 0,5 ⋅ ε >  0. Podle p edpokladu existence limit funkcí f(x) ± g(x) budou

existovat ísla δ1 > 0, δ2 > 0 taková, e pro libovolné x ∈ P1(x0) platí |f(x) – A| < 0,5 ⋅ ε a pro

libovolné x ∈ P2(x0) platí |g(x)  –  B|  <  0,5 ⋅ ε. M jme nyní δmin =  min(δ1, δ2).  Pak pro

x ∈ P(x0) = (x0 – δ; x0 + δ) \ {x0} je |f(x) – A + g(x) – B| ≤ |f(x) – A| + |g(x) – B| < ε, proto e

je 0,5 ⋅ ε +  0,5 ⋅ ε = ε. Podobn  pro x ∈ P(x0)  =  (x0 – δ;  x0 + δ)  \  {x0} dostáváme

|f(x) – A – g(x) + B| ≤ |f(x) – A| + |B – g(x)| < ε.

Doka me nyní ást (4). Podle p edpokladu musí platit pro n jaké ε >  0 a  k  n mu

nalezené δ´ > 0, e pro libovolné x ∈ P´(x0) platí nerovnost |f(x) ⋅ g(x) – A ⋅ B| < ε. Rozlo me

výraz v absolutní hodnot  takto: f(x) ⋅ g(x) – A ⋅ B = [f(x) – A] ⋅ B + [g(x) – B] ⋅ f(x), budeme

jej dále pot ebovat. Dále z p edpokladu existence limity funkce f(x) vyplývá, e pro n jaké

íslo δ1 >  0, které jist  existuje, je P1(x0) tak, e pro libovolné x ∈ P1(x0) platí

|f(x) – A| < 1. Z ejm |f(x)| = |A + f(x) – A| ≤ |A| + |f(x) – A| < |A| + 1. Vra me se k p vodn

zvolenému íslu ε a vypo me íslo
11 ++

=
BA

εε . Pak také platí nerovnost

ε1 >  0 a k tomuto íslu m eme najít dv ísla δ2 >  0, δ3 >  0 tak, aby platilo pro libovolné

x ∈ P2(x0), e |f(x) – A| < ε1 a zadruhé aby platilo pro libovolné x ∈ P3(x0), e |g(x) – B| < ε1.

Tak e nakonec pokud polo íme δ =  min(δ1, δ2, δ3), pak pro libovolnou hodnotu x ∈ P(x0)

platí podle vý e eného, e |f(x) ⋅ g(x)  –  A ⋅ B|  <  (|A|  +  1) ⋅ ε1 + |B| ⋅ ε1 = ε.  To  je  ale

podmínka existence limity a tím je ást (4) definice dokázána!

A kone  d kaz ásti (5). Proto e platí
)(

1)(lim
)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx
⋅=

→→
, sta í dokázat

pouze to, e
Bxgxx

1
)(

1lim
0

=
→

 za p edpokladu, e 0)(lim
0

≠=
→

Bxg
xx

. To v e proto, e my p edem

edpokládáme, e existuje limita funkce f(x) v bod x0 a  ta je rovna A! Je-li B ≠ 0, pak jist

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38


|B| > 0. P edpokládejme existenci ísla δ1 >  0 tak, e pro libovolné x ∈ P1(x0) platí

|g(x) – B| < 0,5 ⋅ |B|. To znamená, e |B| ≤ |g(x)| + |B – g(x)| < |g(x)| + 0,5 ⋅ |B|. Z prvního a

posledního lenu nerovností je z ejmé, e |B| – 0,5 ⋅ |B| < |g(x)| a  tedy |g(x)| > 0,5 ⋅ |B|.

Tak e bude platit:
2

2
1

)(
)(
)(1

)(
1

B

xgB
xgB
xgB

Bxg
−

<
⋅
−

=− . Z existence limit podle p edpokladu

volme íslo ε > 0 a k n mu vypo me íslo ε1 = 0,5 ⋅ B2 ⋅ ε. K íslu ε1 najdeme nyní íslo δ2

takové, e pro libovolnou hodnotu x ∈ P2(x0) je |g(x) – B| < ε1. Za íslo δ te  polo me

δ =  min(δ1, δ2) a  podle  posledních  dvou  nerovností  pro  libovolné x ∈ P(x0) je

ε
ε

=<−
2

1

2
1

1
)(

1

BBxg
 a to znamená, e skute

Bxgxx

1
)(

1lim
0

=
→

. Tedy platí

B
A

B
A

xg
xf

xg
xf

xxxx
=⋅=⋅=

→→

1
)(

1)(lim
)(
)(lim

00

. A tím jsme i tento bod definice dokázali!

Nutno podotknout, e dokazovaná definice platí jak pro oboustranné limity (viz. práv

provedené d kazy), tak i pro levostranné resp. pravostranné limity. Sta í v definici nahradit

slovo limita slovem levostranná resp. pravostranná limita. Slovy „limita“,  „levostranná

limita“ a „pravostranná limita“ nyní rozumím i zápisy postupn
0

lim
xx→

,
−→ 0

lim
xx

 a
+→ 0

lim
xx

.

Vý e v textu jsem u  nazna il, e by bylo také dobré mít n jaký nástroj, jak po ítat

limity slo ených funkcí. Uvidíme pak sami, jak ikovné to bude. Podívejme se nyní na tuto

otázku.

Zdálo by se, e sta í limitu spojité funkce f(g(x))

definovat podobn  jako spojitost. Tedy: platí-li

0)(lim
0

yxg
xx

=
→

 a Ayf
yy

=
→

)(lim
0

,  pak  je  i

Axgf
xx

=
→

))((lim
0

. To v ak sta it nebude. D vod

demonstrujeme na následujícím p íklad . M jme

definovanou vnit ní funkci g: y = g(x) = 1 pro libovolné

x ∈ R. A také funkci f(y), kde pro y = 1 je f(y) = 2 a pro

echna y ≠ 1 je f(y)  =  3. Ob  funkce ukazuje obrázek

I.II.II.c. Podle zadání bude 1)(lim
0

=
→

xg
xx

 a  to  pro  libovolné x0 ∈ R. Tak e m eme psát, e

y0 = 1. Potom bude 3)(lim
1

=
→

yf
y

, proto e v echny hodnoty y se sice budou blí it hodnot 1,

1
y = g(x)

z 
= 

f(
y)

1

3 2

+x

+z

+y
´≈

 +
y

+y

Obrázek I.II.II.c
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ale nebudou jí rovny. Podívejte se je  jednou na p edpis na í zkoumané funkce! A te

srovnejme: platí sice, e 3)(lim
1

=
→

yf
y

, ale také platí, e f(g(x))  =  f(1)  =  2 a  to  pro  ka dé

x ∈ R, co  v praxi znamená, e 2))((lim
0

=
→

xgf
xx

 op t pro libovolné x0 ∈ R!  A  to  je  spor,

proto e ))((lim)(lim
01

xgfyf
xxy →→

≠ . Tak e je t eba n co zm nit, aby definice limity spojité

funkce nebyla zdrojem spor . Zárove  nám v ak tento p íklad dává odpov  na otázku, co je

zde chybného a také návod, jak je t eba definici doplnit.

Definice limity slo ené funkce je tedy t eba formulovat takto: nech  je 0)(lim
0

yxg
xx

=
→

a Ayf
yy

=
→

)(lim
0

. íkáme, e Axgf
xx

=
→

))((lim
0

 práv  tehdy, kdy  existuje íslo ∆ > 0 takové,

e nerovnost g(x) ≠ A platí pro v echna x ∈ [(x0 – ∆; x0 + ∆) – {x0}]. Tuto v tu si dokazovat

nebudeme (d kaz proveden v knize „Úvod do po tu diferenciálního“  od  Prof.  V.  Jarníka  na

stran  192), ale uká eme si její u ití na p íklad .

Doka me nyní existenci limity: 1
1
1lim 2

1

1

2

=
−
−−

→ x
e x

x
. Existenci této limity uká eme podle

posledn  uvád né definice pro limitu slo ené funkce. M jme tedy y = g(x) = x2 – 1 a potom

limita p ejde ve tvar limitovaná funkce p ejde na tvar
y

eyf
y 1)( −

= .  Platí,  e

( ) 01lim)(lim 2

11
=−=

→→
xxg

xx
 a  pak  i 11lim)(lim

00
=

−
=

→→ y
eyf

y

yy
. Tak e podle definice opravdu

platí 1
1
1lim 2

1

1

2

=
−
−−

→ x
e x

x
 a to práv  tehdy, jestli e se poda í najít takové íslo ∆ > 0, e nerovnost

g(x) ≠ 0 bude spln na pro v echna x ∈ [(1  – ∆;  1  + ∆) – {1}]. Výraz x2 –  1 je roven nule

pouze pro x  = ±1,  pro  ádná  jiná x! Vezmeme-li nap íklad libovolnou hodnotu

x ∈ [(–1; 3) – {1}], potom jist x ≠ 1 a x ≠ –1 a proto také x2 – 1 ≠ 0. Znamená to, e mohu

íslo ∆ volit nap íklad takto ∆ = 2 a tím je d kaz proveden!

Pokud chci tedy dokázat, e n jaká funkce f má v bod x0 limitu rovnu A, pak musím

dokázat, e ke ka dému kladnému íslu ε existuje kladné íslo δ takové, e pro libovolnou

hodnotu x z intervalu P(x0) = [(x0 – δ; x0 + δ) – {x0}] bude spln na nerovnost |f(x) – A| < ε. A

i vy et ování t chto podmínek existence limity sta í, abychom nejd íve zvolili n jaké

kladné ε1 a pak se omezili jen na kladné hodnoty ε, které jsou men í nebo nejvý e rovny

práv íslu ε1. Doká eme-li, e ke ka dému kladnému ε ≤ ε1 existuje kladné íslo δ mající
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námi po adované vlastnosti, pak také toto íslo δ existuje jist  i pro ka dé ε > ε1! Stejn  tak i

v p ípad  jednostranných limit.

I.II.III Pojem nevlastní limity funkce jedné prom nné ve vlastním bod
 do této chvíle jsme se zabývali vlastními limitami funkcí v jejich vlastních bodech.

Pojem vlastní limity A libovolné funkce f pro nás znamenal, e se jednalo o hodnotu A

z mno iny v ech reálných ísel. Podobn  vlastní bod funkce byl pro nás bodem bu

z defini ního oboru uva ované funkce f  a nebo to byl bod mimo její defini ní obor, ale také

nále el do mno iny v ech reálných ísel.

Zde se v ak situace zm ní. Zavedeme si pojem nevlastní limity n jaké funkce f v jejím

vlastním bod . Podívejme se na funkci
2

1:
−

=
x

yf . Jejím defini ním oborem jsou v echna

reálná ísla, krom  hodnoty x = 2. Podívejme se nyní, jak vypadá graf funkce f v okolí práv

bodu x = 2. Budeme-li se hodnot x = 2 blí it zprava, bude nabývat jmenovatel stále men ích

hodnot (ale v dycky kladných), které se budou blí it nule (nikdy v ak nebude hodnota

jmenovatele rovna nule!). To znamená, e funk ní hodnoty funkce f budou naproti tomu

nabývat stále v ích hodnot a v limitním p ípad

porostou nade v echny meze! Vzhledem k absolutní

hodnot  v p edpisu funkce f tomu bude stejn  i tehdy,

budeme-li se k bodu x  =  2 blí it zleva. Tak e m eme

íci, e funk ní hodnoty funkce f v okolí bodu x  =  2

rostou nade v echny meze, tedy k +∞. V takovém

ípad íkáme, e limita funkce f pro x → 2 je rovna

+∞. Graf funkce f je zobrazen na obrázku I.II.III.a. Pilný student se ji  sám zamyslí nad tím,

jak by podobná úvaha vypadala v p ípad , e by v p edpisu funkce f chyb la absolutní

hodnota. Limita takto vzniklé funkce by toti  pro x → 2 neexistovala!

Nebyl by patrn ádný problém zkonstruovat funkci g, její  funk ní hodnoty by

v okolí jistého bodu x klesali  pode  v echny  meze  a  která  by  tak  m la  v  uva ovaném  bod x

limitu rovnu –∞. Sta ilo by jen ve funkci f vzít itatele z mno iny v ech reálných ísel

men ích ne  nula (tedy záporných).

Pojem nevlastní limity n jaké funkce není tedy nic jiného, ne e hodnota A ur ované

limity je rovna bu +∞ a nebo –∞. A m eme p istoupit k samotným definicím.

2

0,5

1

2
1:
−

=
x

yf

Obrázek I.II.III.a
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íkáme, e funkce f(x) má v bod x0 nevlastní limitu +∞ práv  tehdy, kdy  ke

ka dému reálnému íslu K existuje reálné íslo δ >  0 takové, e pro libovolnou hodnotu

x ∈ P(x0) platí, e f(x) > K. Tuto skute nost pak zapisujeme: +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

.

Analogicky, funkce f(x) má v bod x0 nevlastní limitu –∞ práv  tehdy, kdy  ke

ka dému reálnému íslu K existuje reálné íslo δ >  0 takové, e pro libovolnou hodnotu

x ∈ P(x0) platí, e f(x) < K. A zápis vypadá takto: −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

.

Zcela analogicky se také definuje levostranné a pravostranné nevlastní limity funkce

f(x) v bod x0 a v matematice je postupn  zapisujeme: +∞=
−→

)(lim
0

xf
xx

, −∞=
−→

)(lim
0

xf
xx

,

+∞=
+→

)(lim
0

xf
xx

, −∞=
+→

)(lim
0

xf
xx

. Prstencové okolí bodu x0 nahrazujeme u prvních dvou

symbol  v definicích za levostranné prstencové okolí bodu x0 a u druhých dvou symbol  pak

za pravostranné prstencové okolí bodu x0.

Je z ejmé, e pokud existuje k n jakému K1 íslo δ >  0 takové, e pro libovolnou

hodnotu x z P(x0) bude f(x) > K1, pak bude ur it  existovat takové íslo δ > 0 i ke ka dému

K < K1 (dokonce m eme pro K vzít stejné íslo δ jako pro K1, proto e z nerovnosti f(x) > K1

plyne také, e f(x)  >  K!). Tak e p i vy et ování platnosti zápisu +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

 posta í se

omezit jen na hodnoty K, které jsou v í ne  libovolné zvolené K1. Analogicky p i

vy et ování platnosti zápisu −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

 sta í  se  omezit  na  hodnoty K,  které  jsou  men í

ne  libovoln  zvolené K1. Stejn  tak pro levo- i pravostranné limity.

Nyní si povíme n co o obecných vlastnostech nevlastních limit. ekli jsme si, e

libovolná funkce f má v bod x0 v dy nevý e jednu limitu, nevý e jednu limitu zprava a

nejvý e jednu limitu zleva. Tato v ta bude platit i pro nevlastní limity! Pokud tedy bude mít

funkce f v bod x0 vlastní limitu, nem e mít sou asn  v bod x0 limitu nevlastní!

Pro libovolnou funkci f(x) je pak mo né psát:

(1) Pokud má funkce f(x) v bod x0 vlastní limitu A, potom nem e mít v bod x0

limitu nevlastní.

(2) Jestli e má funkce f(x) v bod x0 limitu +∞, pak nem e mít v bod x0 ani

vlastní limitu A a ani nevlastní limitu –∞.

(3) Jestli e má funkce f(x) v bod x0 limitu –∞, pak nem e mít v bod x0 ani

vlastní limitu A a ani nevlastní limitu +∞.

(4) Funkce f(x) nemá v bod x0 ani vlastní limitu A ani nevlastní limitu
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Analogické vlastnosti platí i v p ípad  levostranných a pravostranných limit!

Práv  uvedené vlastnosti a definice týkající se nevlastních limit si uká eme v praxi na

dvou následujících p íkladech. M jme funkci
( )21

1:
−

=
x

yf . Funkce f není definována

v bod x0 = 1, ale v okolí tohoto bodu ádný problém není a zadaná funkce je tak definovaná

ve v ech bodem P(x0). A práv  to, jak se bude funkce f v okolí bodu 1 chovat nás zajímá

nejvíce. Vy et eme nyní
( )21 1

1lim
−→ xx

. Pro hodnoty blízké x0 =  1 nabývá funkce velkých

kladných hodnot. Dá se tedy p edpokládat, e
( )

+∞=
−→ 21 1
1lim

xx
 a tuto skute nost musíme

nyní ov it. Podle definice musí k libovolnému K existovat íslo δ >  0 takové, e pro

jakoukoliv hodnotu x ∈ P(1) musí platit
( )

K
x

>
− 21
1 . Sta í se v tomto p ípad  omezit jen na

kladné hodnoty K. me tedy nyní tuto nerovnici:

( ) ( )

( )

K
x

K
x

x
KK

x

11

11

1
1

1
1

2

22

<−

<−

−
<⇔>

−

Pro K  <  0 je nerovnost spln na v dy, tak e je-li K ≤ 0, pak m eme volit íslo δ =  1. Pro

K  >  0 polo me íslo δ =
K
1 . K libovolnému K jsme tedy skute  nalezli n jaké kladné

íslo δ takové, e pro libovolné x ∈ P(1) bude nerovnost
( )

K
x

>
− 21
1  spln na. Tak nap íklad

zvolme K = 100. Potom δ =  0,1 a P(1) = [(0,9; 1,1) –{1}]. Podle definice musí být pro

libovolnou hodnotu x ∈ P(1) nerovnost
( )

100
1

1
2 >

−x
 spln na. Tak e m jme nap íklad

x = 0,95. Výraz na levé stran  nerovnosti má pak hodnotu 400. Skute  tedy platí ná

vodní p edpoklad, e
( )

+∞=
−→ 21 1
1lim

xx
.

Jako druhý p íklad máme vy et it x
x

loglim
0+→

. Defini ním oborem funkce log x jsou

echna kladná reálná ísla, tedy interval (0;  +∞). Budeme-li vyná et funk ní hodnoty této

funkce v blízkosti 0 (ale vpravo od nuly), zjistíme, e nabývají stále men ích hodnot. Z ejm
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bude tedy −∞=
+→

x
x

loglim
0

 a tuto skute nost musíme nyní ov it. Pro libovolné íslo K musí

tedy existovat δ >  0 takové, e pro libovolnou hodnotu x ∈P+(0) bude nerovnost

log  x  <  K spln na. M eme se dokonce omezit pouze na záporné hodnoty ísla K!

Z nerovnosti vyplývá, e x  <  10K a tak volme δ =  10K. Dokázali jsme tedy k libovolné

hodnot K (omezili jsme se jen na záporné K) nají kladné íslo δ. Zvolme nap íklad

K = –10. Potom δ = 0,0000000001 a P+(0) = (0; 0,0000000001). Zvolme nyní libovolnou

hodnotu x ∈ P+(0), bez ztráty obecnosti nap íklad x = 0,00000000001. Potom

log x = –11 < –10. Podobn  nap íklad pro K =  –1000. Skute  tedy −∞=
+→

x
x

loglim
0

.

Poj me dále. M jme nyní libovolnou funkci f(x),  pro kterou platí,  e +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

.

Jak bude vypadat limita funkce
)(

1
xf

, tedy 







→ )(

1lim
0 xfxx

? Podle v t o limitách platí následující

úpravy:
∞+

===








→→

→

→

1
)(lim

1
)(lim

1lim

)(
1lim

00

0

0 xfxfxf
xxxx

xx

xx
. Nyní je t eba ur it hodnotu posledn

uvedeného výrazu. Budeme-li stále zv ovat íslo ve jmenovateli, bude se hodnota zlomku

stále více blí it nule a to zprava. Bude proto z ejm  platit, e pokud +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, pak

0
)(

1lim
0

=







→ xfxx

. Podobn  i pro p ípad, kdy −∞=
→

)(lim
0

xg
xx

.  Potom  také 0
)(

1lim
0

=







→ xgxx

!

edcházející úvahu nelze v ádném p ípad  pova ovat za d kaz, ale je pr hledn í ne

kaz samotný. Pro zájemce, d kaz je uveden v ji  n kolikrát zmi ované knize „Úvod do

po tu diferenciálního“ od Prof.V. Jarníka.

Shr me nyní pravidla pro po ítání s nevlastními limitami do n kolika p ehledn

azených bod . Pokud +∞=
→

)(lim
0

xe
xx

, −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, Axg
xx

=
→

)(lim
0

 a kone k ∈ R – {0},

potom:

§ [ ]
∞−
∞+

=⋅+∞=⋅
→

Axgxe
xx

)()(lim
0

§ [ ]
∞−
∞+

=⋅−∞=⋅
→

Axgxf
xx

)()(lim
0

§ [ ] +∞=±+∞=±
→

Axgxe
xx

)()(lim
0

§ [ ] −∞=±−∞=±
→

Axgxf
xx

)()(lim
0

pro A > 0

pro A < 0

pro A < 0

pro A > 0
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§ [ ] ( )
∞−
∞+

=∞+⋅=⋅=⋅
→→

kxekxek
xxxx

)(lim)(lim
00

§ [ ] ( )
∞−
∞+

=∞−⋅=⋅=⋅
→→

kxfkxfk
xxxx

)(lim)(lim
00

§ [ ] ( ) −∞=∞−⋅+∞=⋅
→

)()(lim
0

xfxe
xx

§ [ ] ( ) +∞=∞+⋅+∞=⋅
→

)()(lim
0

xexe
xx

§ [ ] ( ) +∞=∞−⋅−∞=⋅
→

)()(lim
0

xfxf
xx

I.II.IV Pojem vlastní limity funkce jedné prom nné v nevlastním bod
 do této chvíle jsme se zajímali o to, jak se chová n jaká funkce f(x) v okolí jistého

bodu x0, p em  tento bod mohl, ale také nemusel být z defini ního oboru zkoumané funkce

f(x). K popisu funkcí je ale d le ité v t, jak se chovají, kdy  hodnota argumentu x jde nade

respektive pode v echny meze. Tedy ve chvíli, kdy se x blí í hodnot +∞ respektive –∞.

Abychom dokázali popsat toto chování, zavádíme v matematice pojem nevlastního bodu

zkoumané funkce a vy et ujeme tak limity, které m eme vyjád it pomocí matematických

zápis )(lim xf
x +∞→

 a )(lim xf
x −∞→

. V nadpisu této kapitoly se hovo í o vlastních limitách a tak je

ejmé, e výsledkem práv  zmín ných symbol  musí být n jaká hodnota A r zná od ±∞.

eme tedy psát symboly: Axf
x

=
+∞→

)(lim  nebo Axf
x

=
−∞→

)(lim . A práv  vy et ováním t chto

limit se nyní budeme zabývat.

Limity v nevlastních bodech vy et ované funkce zavedeme pomocí jistého bodu C na

íselné ose x, který má podobné vlastnosti jako bod K na ose y pro definici nevlastních limit.

Toti , e bod C existuje,  není  to +∞ nebo –∞, ale hned následující hodnota za bodem C ji

nekone no (plus nebo mínus) bude! Pon kud abstraktní p edstava, ale budeme se s ní muset

zatím spokojit. Definice limit v nevlastních bodech sledované funkce tak budou mít tvar:

íkáme, e funkce f(x) má v nevlastním bod x jdoucí k +∞ limitu rovnu A práv  tehdy, kdy

ke ka dému kladnému ε existuje íslo C takové, e pro v echna x  >  C je nerovnost

|f(x) – A| < ε spln na. Skute nost danou definicí zapisujeme Axf
x

=
+∞→

)(lim .

Definice se mi nyní zdá velmi intuitivní, pr hledná, a proto si ji dokazovat nebudeme.

Kdo by cht l proniknout do problematiky hloub ji, m e si definici vyhledat a nastudovat

v n které z literatur doporu ených k dal ímu studiu na konci t chto skript.

pro k > 0

pro k < 0

pro k < 0

pro k > 0
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Podobn  budeme definovat vlastní limitu v nevlastním bod x jsoucí  k –∞. Toti

funkce f(x) má v nevlastním bod x jdoucí k –∞ limitu rovnu A práv  tehdy, kdy  ke ka dému

kladnému ε existuje íslo C takové, e pro v echna x < C je nerovnost |f(x) – A| < ε spln na.

Toto pak zapisujeme Axf
x

=
−∞→

)(lim .

Podívejme se na p íklad. Vy et eme limitu
1

lim 2 ++∞→ x
x

x
. Následující úpravy nás

dovedou k výsledku, který pak musíme je  dokázat. Tak e

0
0lim

1
1limlim

1
1lim

1
1

1lim
1

lim
1

lim 2 =
+

=
+

=






 +

=
+

=






 +

=
+

+∞→
+∞→+∞→+∞→

+∞→+∞→+∞→ x
x

x
x

x
x

x
x

xx

x
x

x

x
xxx

xxx
.

Do li jsme k výsledku (výpo et jsem úmysln  rozepsal krok po kroku aby bylo z ejmé, jakým

zp sobem jsme výsledku dobrali!) 0
1

lim 2 =
++∞→ x

x
x

. Nyní zbývá dokázat, e tomu tak skute

je. Podle definice musí k libovolnému kladnému ε existovat  na  ose x bod C takový,  e  pro

libovolnou hodnotu x  >  C bude spln na nerovnost ε<−
+

0
12x

x . Tak e úpravami

dostáváme:

ε

ε

ε

<
+

<
+

<−
+

1

1

0
1

2

2

2

x
x

x
x

x
x

0
0

1

2

2

2

>+−

<−+−

<
+

εε

εε

ε

xx
xx

x
x

i volb  hodnoty C  =  max(x1;  x2) dostáváme ení
ε

ε
2

411 2−±
=C  a je z ejmé, e

abychom mohli najít hodnotu C, musí být diskriminant v í, nejmén  roven nule! Tak e

|ε| ≤ 0,5, co  znamená, e ε ∈ (0; 0,5〉 – uv domme si, íslo ε  musí být kladné! Z toho lze

také usoudit, e funk ní hodnoty studované funkce nikdy nebudou v í ne 0,5 a men í ne

–0,5. Zvolme tedy ε = 0,001. Potom C = max(x1;  x2) = max(0,001; 999,999) = 999,999.

Podle definice zvolme nyní x  > C, tak e nap íklad x = 1000. Potom |f(1000)| = | 9000,0 |  <

< 0,001. Tím jsme s d kazem hotovi!
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Jako druhý p íklad vezmeme velmi podobnou limitu, toti
1

lim 2 +−∞→ x
x

x
. Výpo tem

zcela analogickým tomu p edcházejícímu dojdeme k výsledku 0
1

lim 2 =
+−∞→ x

x
x

. Doka me jej.

Podle definice musí k libovolnému kladnému ε existovat  na  ose x bod C takový,  e  pro

libovolnou hodnotu x  <  C bude spln na nerovnost ε<−
+

0
12x

x . Tak e úpravami

dostáváme:

ε

ε

ε

<
+

<
+

<−
+

1

1

0
1

2

2

2

x
x

x
x

x
x

0
0

1

2

2

2

>++

<−−−

<
+

−

εε

εε

ε

xx
xx

x
x

i volb  hodnoty C  =  min(x1;  x2) dostáváme ení
ε

ε
2

411 2−±−
=C  a  je  z ejmé,  e

abychom mohli najít hodnotu C, musí být diskriminant v í, nejmén  roven nule! Tak e

|ε| ≤ 0,5, co  znamená, e ε ∈ (0; 0,5〉 – i zde si uv domme, íslo ε  musí být kladné! Z toho

lze také usoudit, e funk ní hodnoty studované funkce nikdy nebudou v í ne 0,5 a  men í

ne –0,5. Zvolme tedy ε = 0,001. Potom C  =  min(x1;  x2) = min(–0,001; –999,999) =

= –999,999. Podle definice zvolme nyní x  <  C, tak e nap íklad x = –1000. Potom

|f(–1000)| = |– 9000,0 | < 0,001. Tím jsme op t s d kazem hotovi!

V obou p ípadech bychom p i jiné volb

ísla ε doslati také jiné hodnoty C.  Ale  pro

echny body x v í respektive men í ne C by

byla ona nerovnost vycházející z definice

spln na! Pro úplnost je graf funkce f(x) uveden

na obrázku I.II.IV.a.

Uvedu zde je  jednu definici, která je velmi u ite ná. Toti , e platí Axf
x

=
+∞→

)(lim

jestli e platí A
y

f
y

=







+→

1lim
0

. Také platí Axf
x

=
−∞→

)(lim  pokud A
y

f
y

=







−→

1lim
0

. Pro ú ely

definice m eme místo symbolu 







+→ y

f
y

1lim
0

 psát také 







+→ x
f

x

1lim
0

 a podobn , proto e nezále í

-1

1

1 2

-1-2

Obrázek I.II.IV.a

( )
12 +

=
x

xxf
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na tom, jak prom nnou ozna ujeme. Pomocí této definice je mo né p evést limity

v nevlastních bodech
+∞→x

lim ,
−∞→x

lim  na levostranné p ípadn  pravostranné limity v bod  0!

I.II.V Pojem nevlastní limity funkce jedné prom nné v nevlastním bod
Podívejme se nyní na funkci f:  y  =  x2. Budeme-li zkoumat limitu v nevlastním bod

funkce f, v tomto p ípad  v bod +∞, zjistíme, e se situace zm ní. ím v í bude hodnota

argumentu x funkce f, tím v í bude i její funk ní hodnota f(x). Pokud hodnota argumentu

vzroste nade v echny meze, vzroste nade v echny meze i funk ní hodnota funkce f. Z ejm

bude platit následující rovnost: +∞=
+∞→

2lim x
x

.

Jak se bude funkce f chovat v p ípad , kdy p jdeme s hodnotou argumentu x pode

echny meze? Z ejm  se budou funk ní hodnoty funkce f stále zv ovat a  nakonec také

vzrostou nade v echny meze. M eme tedy psát, e +∞=
−∞→

2lim x
x

.

Funkci f z p edchozích dvou odstavc  malinko zm me a prove me podobnou úvahu

pro funkci g: y = –x2. Poroste-li hodnota argumentu x nade v echny meze, p jde funk ní

hodnota funkce g pode v echny meze, tedy, bude se blí it –∞. Analogicky k prvním dv ma

íklad m m eme psát platnou rovnost ( ) −∞=−
+∞→

2lim x
x

.

Je z ejmé, e i v p ípad , kdy hodnota argumentu funkce g p jde pode v echny meze,

jde pode v echny meze i funk ní hodnota funkce g. M eme i zde psát rovnost

( ) −∞=−
−∞→

2lim x
x

. Z t chto p íklad  je vid t, e si nevysta íme s a  dosud zavedenými pojmy,

které se týkají limit. Pro úplnost dodávám, e grafem funkce f je parabola procházející

po átkem sou adné soustavy (O, x, y) a  otev ená  ve  sm ru  kladné  osy y. Podobn  grafem

funkce g je parabola procházející po átkem ale otev ená ve sm ru záporné osy y. Myslím, e

grafy net eba na rtnout nebo  jejich p edstava je velmi jednoduchá.

K d kazu limit funkcí f a g je mo né pou ít také posledn  uvád né definice v kapitole

I.II.IV! Patrn  bude platit nap íklad toto: +∞=
+∞→

2lim x
x

 jestli e +∞=







+→

2

0

1lim
xx

. Jedni ka

lená nekone  malým, ale kladným íslem, poroste jist  nade v echny meze, tím spí e pak

tverec tohoto ísla. Výsledkem limity musí tedy být hodnota +∞. Toto sice není precizní

kaz, ale formáln  pro získání p edstavy pou ití zmi ované definice v kapitole I.II.IV jist

posta ující. Podobn  bychom postupovali i v ostatních p ípadech limit funkcí f a g.

ede lé úvahy nás tedy p ivedly k zavedení je  dal ích d le itých typ  limit. Toti

nevlastní limity v nevlastním bod , kdy jak bod x0, v n  ur ujeme limitu, tak limita sama,

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38


jsou hodnoty +∞ nebo –∞. Nadefinujeme si zde tyto typy limit, nicmén  pilný student po

nastudování p ede lých kapitol by m l být schopen následující definice vyslovit. Jsou toti

analogiemi ji  definovaných limit a proto je zde uvedu bez d kazu.

Tedy: íkáme, e funkce f(x) má v nevlastním bod +∞ nevlastní limitu rovnu +∞

práv  tehdy, kdy  ke ka dému kladnému K existuje kladné íslo C takové, e pro libovolnou

hodnotu x > C bude f(x) > K. Tuto skute nost zapisujeme platnou rovností ( ) +∞=
+∞→

xf
x
lim .

Body K a C mají stejnou funkci jako v kapitolách I.II.III a I.II.IV, toti  p edpokládáme

o nich to, e existují (bod K na ose y, bod C na ose x sou adné soustavy (O, x, y)), také to, e

nejsou rovny hodnot +∞ respektive –∞, ale e hned následující bod za respektive p ed nimi

ji +∞ respektive –∞ je! To je pom rn  obtí ná p edstava, pomo me si alespo  trochu

íselnou osou.

Definujme nyní zbývající nevlastní limity v nevlastních bodech. íkáme, e funkce

f(x) má v nevlastním bod +∞ nevlastní limitu rovnu –∞ práv  tehdy, kdy  ke ka dému

zápornému K existuje kladné íslo C takové, e pro libovolnou hodnotu x > C bude f(x) < K.

Tuto skute nost zapisujeme platnou rovností ( ) −∞=
+∞→

xf
x
lim .

Pokud ve vý e uvedených dvou definicích zam níme kladné íslo C za  záporné  a

nerovnost x > C za nerovnost x < C, dostáváme definice postupn  pro výrazy ( ) +∞=
−∞→

xf
x
lim

a ( ) −∞=
−∞→

xf
x
lim . Tím jsme si dodefinovali to, co pilný student ji  beztak tu il.

I.II.VI Limity typu f(x)g(x)

Pro ení limit typu f(x)g(x) vyu íváme v t o limitách slo ených funkcí a dále

logaritm  (nej ast ji p irozených). Pohybujeme se na mno in  v ech reálných ísel, tak e je

nutné p edpokládat, e f(x)  >  0. A zopakujme také definici p irozeného logaritmu. Toti

íkáme, e y = ln x práv  tehdy, kdy ey = x. Z levé strany ekvivalence dosa me nyní za y do

strany pravé a dostáváme rovnost: eln x = x.

Pomocí této vlastnosti logaritm  m eme upravit i funkci f(x)g(x). Dosa me nyní za

hodnotu x celou funkci f(x)g(x) a dostáváme rovnost [ ] )(ln)()(ln)( )(

)( xfxgxfxg eexf
xg ⋅== . Funkci

g(x), která byla p vodn  exponentem, jsme pomocí vlastností logaritm  p esunuli do sou inu

s logaritmem funkce f(x)!
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A te  se podíváme, jak nám to p i vy et ování limit funkcí typu f(x)g(x) pom e. Máme

vy et it limitu ( ) ( )[ ]xg

xx
xf

0

lim
→

. Vyu ijeme nyní vlastností logaritm  a m eme psát, e

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ] ( ) ( )[ ][ ]xfxg

xx

xf

xx

xg

xx
eexf

xg lnln

000

limlimlim ⋅

→→→
== .

Dále podle v ty o limit  slo ené funkce (viz. kapitola I.II.II) rozlo íme vy et ovanou

limitu na dv . Stru eno, jestli e ( ) ( )[ ] 0lnlim
0

yxfxg
xx

=⋅
→

 a zárove [ ] Ae y

yy
=

→ 0

lim , potom

bude platit, e ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ] Aexf xfxg

xx

xg

xx
== ⋅

→→

ln

00

limlim . V této v  je tedy popsán postup

vy et ování v ech limit typu f(x)g(x). Vy et íme nejprve ( ) ( )[ ]xfxg
xx

lnlim
0

⋅
→

 a pokud existuje,

její hodnotu ozna íme y0. V druhém kroku pak vy et íme [ ]y

yy
e

0

lim
→

 a její hodnotu ozna íme A

(výraz ex je definován pro v echna reálná ísla, tak e jeho limita ur it  existovat bude). íslo

A je pak onou p vodn  hledanou limitou funkce f(x)g(x).

V p edcházejících odstavcích této kapitoly jsem psal symbol
0

lim
xx→

. V e co bylo eno

ak platí také pro v echny ostatní zápisy limit, tedy i pro
+→ 0

lim
xx

,
−→ 0

lim
xx

,
+∞→x

lim  a
−∞→x

lim .

Podívejme se nyní na p íklad. Vy et íme limitu [ ]x

x
x−

→2
lim . Pohybujeme se na mno in

ech reálných ísel, tak e defini ním oborem funkce f:  y  =  x–x jsou v echna kladná reálná

ísla (nula mezi n  nepat í)! Tak e p evedeme limitu pomocí logaritm  na tvar
( )[ ] ( )[ ]xx

x

x

x
ee

x ln

2

ln

2
limlim ⋅−

→→
=

−

. Nyní vy et íme ( )[ ] 386,12ln2lnlim
2

−≅⋅−=⋅−
→

xx
x

. A nakonec

vy et íme limitu [ ] 25,0lim 2ln2

2ln2
== ⋅−

⋅−→
ee y

y
. Tak e m eme psát, e [ ] 25,0lim

2
=−

→

x

x
x .

Je z ejmé, e tento p íklad je jednoduchý a e nebylo t eba u ít pro jeho vy ení

logaritm . Zvolil jsem jej ale zám rn , aby byl lépe patrný princip výpo tu a aby student

mohl sám zkontrolovat e tomu tak skute  je.

I.II.VII Vy et ování limit funkce jedné prom nné, neur ité výrazy
V kapitolách I.II.II a I.II.III jsme definovali pravidla pro po ítání limit. Uvedli jsme

(a také si dokázali), e pokud existují vlastní limity ( ) Axf
xx

=
→ 0

lim  a ( ) Bxg
xx

=
→ 0

lim , pak také

existují vlastní limity ( ) ( )[ ] BAxgxf
xx

±=±
→ 0

lim , ( ) ( )[ ] BAxgxf
xx

⋅=⋅
→ 0

lim  a pro B ≠ 0 také

( ) ( )[ ] BAxgxf
xx

//lim
0

=
→

. Toté  pro levostranné a pravostranné limity a také pro limity

v nevlastních bodech.
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Jak tomu je ale v p ípad  podílu funkcí f(x)  /  g(x), kdy ( ) 0lim
0

≠=
→

Axf
xx

 a

( ) 0lim
0

=
→

xg
xx

? Zkusme se nyní na problém podívat. Z ejm  pokud bude ke ka dému

kladnému íslu δ existovat íslo x ∈ P(x0) – kde ov em x ≠ x0 – takové, e g(x) = 0, potom

nemá podíl f(x) / g(x) v bec smysl a limita tohoto podílu nebude v bec existovat! Takový

ípad jde v ak mimo ná  zájem. Zajímá nás ale p ípad, kdy ke ka dému kladnému íslu δ

existuje íslo x ∈ P(x0) – kde ov em op t x ≠ x0 – takové, e g(x) ≠ 0. V takovém p ípad  je

hodnota x velmi blízka hodnot x0, funk ní hodnota g(x) je velmi blízka nule av ak od nuly

zná a nakonec funk ní hodnota funkce f(x) je velmi blízka hodnot A ≠ 0. Zlomek

f(x) / g(x) má tak velmi velkou absolutní hodnotu a proto platí: +∞=
→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

. Potom ale

pomocí vy et ování znamének funk ních hodnot funkcí f(x) a g(x) v okolí bodu x0 m eme

rozhodnout, zda je +∞=
→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

  a nebo −∞=
→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

. Jedná vlastn  o vy et ování limit

typu A / 0, tedy o neur ité výrazy typu A / 0. V tomto p ípad  mohou nastat ty i mo nosti:

1) Pokud je ( ) 0lim
0

>=
→

Axf
xx

, ( ) 0lim
0

=
→

xg
xx

 a pro libovolnou hodnotu

x ∈ P(x0) platí, e g(x) > 0, potom je +∞=
→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

.

2) Pokud je ( ) 0lim
0

>=
→

Axf
xx

, ( ) 0lim
0

=
→

xg
xx

 a pro libovolnou hodnotu

x ∈ P(x0) platí, e g(x) < 0, potom je −∞=
→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

.

3)  Pokud je ( ) 0lim
0

<=
→

Axf
xx

, ( ) 0lim
0

=
→

xg
xx

 a pro libovolnou hodnotu

x ∈ P(x0) platí, e g(x) > 0, potom je −∞=
→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

.

4) Pokud je ( ) 0lim
0

<=
→

Axf
xx

, ( ) 0lim
0

=
→

xg
xx

 a pro libovolnou hodnotu

x ∈ P(x0) platí, e g(x) < 0, potom je +∞=
→ )(

)(lim
0 xg

xf
xx

.

Omezíme-li se v mo nostech 1) a  4) na P+(x0) respektive na P–(x0), platí to i pro levo- a

pravostranné limity vy et ované v bod x0 a toté  platí také pro limity vy et ované

v nevlastních bodech funkcí.
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Poslední poznámkou k vy et ování limit typu A  /  0 je, e pokud pro libovolné

x ∈ P+(x0) jsou g(x) > 0 a zárove  pro libovolné x ∈ P–(x0), kde P+(x0) ∪ P–(x0) = P(x0), jsou

g(x) < 0, potom levostranná a pravostranná limita mají r zná znaménka a p i stejném A  pak

)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
 neexistuje!

Podívejme se na p íklad. Máme vy et it
( )2

3

2 2
lim

−→ x
x

x
. Z ejm 8lim 3

2
=

→
x

x
 a

( ) 02lim 2

2
=−

→
x

x
. Bude se jednat tedy o limitu typu A  /  0. Pokud p jdeme s argumentem x

k íslu 2 zleva, bude hodnota druhé mocniny závorky nabývat malých, ale nenulových,

kladných hodnot. Podobn  na tom budeme i v p ípad , e s argumentem x p jdeme k íslu 2

zprava. Op t bude tverec závorky malé, kladné, nikoli v ak nulové, íslo.  To ale znamená,

e pro v echny hodnoty x ∈ P(2) nabývá jmenovatel sice velmi malé, ale nenulové, kladné

funk ní hodnoty. S vyu itím v ty, e pokud jsou si levostranná i pravostranná limita

zkoumané funkce rovny, bude mít tato funkce limitu jim rovnu, m eme uzav ít, e

( )
+∞=

−→ 2

3

2 2
lim

x
x

x
.

Vy et eme nyní
( )3

4

2 2
lim

−→ x
x

x
. Funkci z p edcházejícího odstavce jsme zdánliv  velmi

málo zm nili, ale pro výpo et limity této funkce bude mít zm na zásadní vliv! Bude

16lim 4

2
=

→
x

x
 a ( ) 02lim 3

2
=−

→
x

x
. Jedná se tedy op t o limitu typu A  /  0. Pokud p jdeme

s argumentem x k íslu 2 zleva, bude hodnota t etí mocniny závorky nabývat malých,

nenulových, záporných hodnot. To znamená, e bude
( )

−∞=
−−→ 3

4

2 2
lim

x
x

x
. V p ípad , e

s argumentem x p jdeme k íslu 2 zprava, bude hodnota t etí mocniny závorky malé, kladné,

op t v ak nenulové, íslo.  To ale znamená, e bude
( )

+∞=
−+→ 3

4

2 2
lim

x
x

x
. Je z ejmé, e si

levostranná a pravostranná limita vy et ované funkce rovny nejsou a proto m eme

zkonstatovat, e této limita v bod x = 2 neexistuje!

Jako cvi ení si na rtn te, jak vypadají grafy obou posledn  vy et ovaných funkcí

(nap íklad pomocí MS Excel). Jejich grafické znázorn ní Vám ur it  smysl a logiku výpo tu

je  více zpr hlední.
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Jako poznámku uvedu je  tu skute nost, e p i ení posledních dvou limit jsme

ili v tu, která íká, e vy et ovaná funkce f(x) má v bod x0 (m e  to  být  bod  vlastní  i

nevlastní) limitu rovnu A (op t vlastní nebo nevlastní) práv  tehdy, má-li v tomto bod  limitu

zprava rovnu A a zárove  limitu zleva rovnu A. Pokud tomu tak není, limita zkoumané funkce

v bod x0 neexistuje!

Dal í mo ností, se kterou se m ete p i vy et ování limit v souvislosti s neur itými

výrazy setkat, je limita typu 0 /  0. Jedná se o p ípad, kdy ur ujeme limitu podílu dvou funkcí

)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
, kde ( ) 0lim

0

=
→

xf
xx

 a ( ) 0lim
0

=
→

xg
xx

. P i ení limit tohoto typu budeme vyu ívat

matematického aparátu, který zatím nemáme zaveden. Jedná se derivace funkcí jedné

prom nné. Tento nedostatek samoz ejm  brzy napravím. Je v ak také mo né, d íve ne  se

pustíte do dal ího studia této kapitoly, p esko it následující text, nastudovat derivace funkcí

jedné prom nné a pak se na toto místo op t vrátit.

Postupy, které v následujících odstavcích popí i a kterými íme limity typu 0  /  0

(dále je  uvidíme, e také limity typu ∞ / ∞) se souhrnn  nazývají l´Hospitalovým

pravidlem ( ti „lopital“). Jedná se o n kolik definicí, které nakonec shrneme pod jednu

jedinou a tu pak budeme nazývat vý e jmenovaným pravidlem.

Definujme zaprvé, nech 0)(lim
0

=
+→

xf
xx

 a 0)(lim
0

=
+→

xg
xx

. Dále nech  existuje

)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′
′

+→
, kde tato limita m e být vlastní i nevlastní. Potom existuje také

)(
)(lim

0 xg
xf

xx +→
 a platí

rovnost
)(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx ′
′

=
++ →→

. Toté  pro
−→ 0

lim
xx

 a
0

lim
xx→

!

Tuto v tu si nyní doká eme, ostatní budu uvád t ji  bez d kazu s odvoláním na

doporu enou studijní literaturu. Polo me nyní f(x0)  =  g(x0)  =  0. Tento krok si m eme

dovolit, proto e mluvíme stále o limitách a ty nezávisí na hodnotách funkcí f(x) a g(x) v bod

x0. Význam dokazované v ty se proto nikterak nezm ní! Vzhledem k p edpoklad m v ty,

kterou chceme dokázat, jsou funkce f(x) a g(x) spojité. Platí toti , e )(0)(lim 0
0

xfxf
xx

==
+→

.

jme je íslo δ > 0 takové, e pro libovolnou hodnotu x ∈(x0; x0 + δ) = P+(x0) má výraz

)(
)(

xg
xf

′
′

 smysl. V tomto intervalu musí proto existovat vlastní derivace f´(x) a g´(x) a navíc

g´(x) ≠ 0. Zvolme nyní libovolné x ∈ P+(x0). Potom budou ob  funkce f(x) a g(x) spojité

v ka dém bod  intervalu 〈x0;  x〉, mají vlastní derivaci v ka dém bod  intervalu (x0; x) a

derivace funkce g(x) je nenulová. Podle v ty o st ední hodnot  (viz. kapitoly týkající se
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derivací) bude existovat íslo a ∈ (x0; x) takové, e platí ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )ag
af

xgxg
xfxf

xg
xf

′
′

=
−
−

=
0

0 . Na

P+(x0) má pravá strana rovnosti limitu rovnu ( )
( )xg
xf

xx ′
′

→ 0

lim  a proto má tuté  limitu i strana levá

uva ované rovnosti. Analogicky bychom provedli d kaz i pro  levostrannou a oboustrannou

limitu.

Podívejme se nyní na p íklad následující limity. Vy et eme nyní
x

x
x

sinlim
0→

. Z ejm

platí, e 0sinlim
0

=
→

x
x

 a 0lim
0

=
→

x
x

. Jedná se tedy o limitu typu 0 / 0. Aplikujeme l´Hospitalovo

pravidlo a m eme psát [ ]
[ ]

1
1

0cos
1

coslimsinlimsinlim
000

===′

′
=

→→→

x

x

x
x

x
xxx

.

L´Hospitalova pravidla m eme pou ít také pro vy et ování limit, které vedou na

neur ité výrazy typu ∞ / ∞. Ur ujeme limitu podílu dvou funkcí
)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
, p em

( ) ∞=
→

xf
xx 0

lim  a ( ) ∞=
→

xg
xx 0

lim . V následující definici m eme jít je  dále. Bude toti  sta it

pouze ten p edpoklad, e ( ) ∞=
→

xg
xx 0

lim . O funkci f(x) není dále t eba p edpokládat nic.

Dokonce nemusí mít funkce f(x) v bod x → x0 limitu!

Definujme tedy, nech  je ( ) ∞=
→

xg
xx 0

lim . Dále nech  existuje vlastní nebo nevlastní

limita
)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′
′

→
. Potom také existuje

)(
)(lim

0 xg
xf

xx→
 a platí, e

)(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx ′
′

=
→→

. Toté  pro

−→ 0

lim
xx

 a
+→ 0

lim
xx

!

kaz této v ty uká i v náznaku, jeho precizní provedení je v knize „Úvod do po tu

diferenciálního“ od Prof. V. Jarníka a ve zkrácené podob  také ve skriptech „Diferenciální

po et I“ od autor  Z. Jankovského a L. Pr chy, VUT, Praha 1994.

Proto e existují limity
)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′
′

→
 a ( ) ∞=

→
xg

xx 0

lim , musí existovat také n jaké íslo

δ > 0 takové, e na intervalu (x0; x0 + δ) existují derivace f´(x) a g´(x) a navíc, e g´(x) ≠ 0 a

g(x) ≠ 0. Z v ty o st ední hodnot  vyplývá, e pokud jsou dv ísla x a x1 taková, e

x0 < x < x1 < x0 + δ, existuje také íslo ε ∈ (x; x1), pro které platí rovnost:

[ ]
)(
)()()()()( 11 ε

ε
g
fxgxgxfxf
′
′

−=− .
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Celou rovnost d líme íslem g(x) a dostáváme po jednoduchých úpravách:

)(
)(

)(
)(

)(
)(

1
)(
)( 11

xg
xf

g
f

xg
xg

xg
xf

+
′
′









−=

ε
ε .

Dále uva ujme, pokud toti  zvolíme x1 dostate  blízko x0, potom bude také íslo ε blízko

ísla x0 a tedy hodnota zlomku
)(
)(

ε
ε

g
f
′
′

 se bude blí it hodnot
)(
)(lim

0 xg
xf

xx ′
′

→
. Jestli e je  zvolíme

íslo x blí e íslu x0, bude hodnota |g(x)| veliká a tak se bude hodnota podílu
)(
)( 1

xg
xf

 blí it

nule a hodnota hranaté závorky v posledn  uvedené rovnosti bude blízka jedni ce. Z toho

jasn  vyplývá následující rovnost:

)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(

)(
)(

)(
)(

1lim
)(
)(lim

00

000

11

ε
ε

ε
ε

ε
ε

ε

εε

g
f

xg
xf

g
f

xg
xf

g
f

xg
xg

xg
xf

xxx

xxxx

′
′

=

′
′

=








+
′
′









−=

→→

→→→

Tím je definice dokázána. Nutno podotknout, e analogicky by prob hl d kaz i pro

levostrannou a pravostrannou limitu.

L´Hospitalovo pravidlo m eme také pou ít v p ípad , e budeme vy et ovat limity

v nevlastních bodech. I pro tyto p ípady je l´Hospitalovo pravidlo definováno a platí naprosto

stejné v ty jen s tím rozdílem, e symboly
0

lim
xx→

,
+→ 0

lim
xx

,
−→ 0

lim
xx

 nahradíme v definicích symboly

+∞→x
lim a

−∞→x
lim .

L´Hospitalovo pravidlo m eme p i vy et ování limit také et zit. To znamení, e jej

eme pou ít i n kolikrát po sob  na ji  jednou derivované funkce. Toto pou ití nám

umo uje v ta, kterou si ji  dokazovat nebudeme, ale její  u ití si uká eme na p íkladech.

jme n ∈ N a nech  také existují vlastní derivace f(k)(x0), g(k)(x0) pro v echna

k  =  0,  1,  2,  …,  n. Polo me je  rovnosti f(k)(x0)  =  g(k)(x0)  =  0 pro v echna

k  =  0,  1,  2,  …,  n  –  1 s  tím,  e g(n)(x0) ≠ 0. Za t chto p edpoklad  platí rovnost
( )

( ) )(
)(

)(
)(lim

0

0

0 xg
xf

xg
xf

n

n

xx
=

→
.

Podívejme se nyní na p íklad. Vy et eme 3

2

0

sinlim
x

x
x→

. Hned je z ejmé, e se jedná o

limitu typu 0 /  0, proto e 0sinlim 2

0
=

→
x

x
 a 0lim 3

0
=

→
x

x
. Tuto limitu budeme tedy it pomocí

l´Hospitalova pravidla. P edesílám op t, e jsme trochu p edb hli látku, budeme toti
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pou ívat derivace. V tuto chvíli derivované funkce p edkládám k v ení. Je mo né zde

esko it o n kolik stránek dále, problematiku derivací zb  nastudovat a pak se na toto

místo vrátit.

Tak e podle ĺ Hospitalova pravidla platí:

[ ]
[ ] 203

2

03

2

0 3
cossin2limsinlimsinlim

x
xx

x

x
x

x
xxx

⋅⋅
=′

′
=

→→→
. I nyní se v ak jedná o limitu typu 0  /  0.

Budeme v u ití l´Hospitalova pravidla pokra ovat. Platí dále

[ ]
[ ]

( )
x

xx

x

xx
x

xx
xxx 6

sincos2lim
3

cossin2lim
3

cossin2lim
22

02020

−
=′

′⋅⋅
=

⋅⋅
→→→

. V itateli poznáváme jeden

ze základní vztah  goniometrických funkcí, toti e cos2 x  –  sin2 x = cos 2x. Bude tedy

( )
x

x
x

xx
xx 6

2cos2lim
6

sincos2lim
0

22

0

⋅
=

−
→→

. Toto ji  ale není limita typu 0  /  0 a je mo né ji it

úvahou: pro x → 0+ bude itatel v limitním p ípad  roven 2, zatímco jmenovatel zlomku

v limit  bude velmi malé, kladné, av ak nenulové íslo. Bude tedy +∞=
⋅

+→ x
x

x 6
2cos2lim

0
. Pro

x → 0–  bude situace odli ná. itatel bude op t roven v limitním p ípad íslu 2, ale

jmenovatel bude velmi malé, záporné a nenulové íslo. Proto bude −∞=
⋅

−→ x
x

x 6
2cos2lim

0
.

Z toho vyplývá, e 3

2

0

sinlim
x

x
x→

 neexistuje!

jme dal í p íklad. Vy et eme
x

x
x

lnlim
+∞→

. Jedná se o limitu typu ∞ / ∞ a  proto

ijeme l´Hospitalova pravidla a za pou ití jednoduchých úprav m eme psát:

[ ]
[ ]

0
2
1lim

1

1
2
11

limlnlimlnlim ==
⋅

=′

′
=

+∞→+∞→+∞→+∞→ x
xx

x

x
x

x
xxxx

. Je tedy 0lnlim =
+∞→ x

x
x

Vypo ítejme nyní
x
x

x ln
sinlim

1

π
→

. Zde se bude jednat o limitu typu 0  /  0. Aplikací

l´Hospitalova pravidla postupn  za pou ití jednoduchých úprav dostáváme (cos π =  –1):

[ ]
[ ]

[ ] πππππππ
−=⋅=

⋅
=′

′
=

→→→→
xx

x

x

x

x
x
x

xxxx
coslim

1
coslim

ln

sinlim
ln

sinlim
1111

. Je proto ππ
−=

→ x
x

x ln
sinlim

1
.
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V p edcházejících odstavcích jsme se v novali výpo tu limit podílu dvou funkcí, které

vedly na neur ité výrazy bu  typu 0  /  0 a nebo ∞ / ∞. Nyní si rozebereme p ípady limit

neur itých výraz  p i vy et ování limity rozdílu, sou inu a sou tu dvou funkcí. Platí, e limita

sou tu, respektive sou inu, respektive rozdílu dvou funkcí f(x) a g(x) je rovna sou tu,

respektive sou inu, respektive rozdílu limit t chto funkcí. Tak e nám mohou d lat potí e jen

limity nevlastní.

Vra me se je  na moment k
x

x
x

sinlim
0→

, respektive obecn  k limit
x
ax

x

sinlim
0→

, kde

a ∈ Z. Defini ní obor této funkce jsou v echna reálná ísla, krom 0.  Jedná se o limitu typu

0  /  0, kterou bychom mohli bez problém  vy it l´Hospitalovým pravidlem. Zkusme na n j

na chvíli zapomenout a pokusme se p emý let. Tento odstavec by spí e pat il do kapitoly

I.II.II, nicmén  jej uvádím a  zde kv li návaznosti na ení neur itých výraz . Práv  tam se

následující výpo etní aparát s výhodou pou ívá. Jedná se o v tu o limit  sev ené funkce.

jme definované funkce f(x), g(x) a h(x), kde ( ) ( ) Axhxf
xxxx

==
→→ 00

limlim . Dále

edpokládejme, e existuje takové prstencové okolí bodu x0, e pro v echny hodnoty

x ∈ P(x0) platí f(x) ≤ g(x) ≤ h(x). Potom existuje také

limita funkce g(x) a platí ( ) Axg
xx

=
→ 0

lim , tj. existuje

limita funkce g(x) a ta je rovna limitám funkcí f(x) a

h(x). Obrázek I.II .VII.a. nám lépe objasní smysl této

ty. Pozor, tato v ta nic nep edpokládá o funkcích

f(x), g(x) a h(x) mimo prstencové okolí bodu x0!!!

A nyní p ejdeme k ení zadané limity
x
ax

x

sinlim
0→

. K tomu ú elu pro lep í

pochopitelnost si nakreslíme obrázek I.II.VII.b. Proto e je zkoumaná funkce funkcí sudou

(podílem dvou lichých funkcí je funkce sudá), sta í nám vy et ovat situaci jen v I. kvadrantu.

Jedná se o jednotkovou kru nici (respektive její ást) a graf lineární

funkce y  = k ⋅ x, kde k = tg (a⋅x). Vznikly nám trojúhelník ∆OBC,

kruhová výse OBC s obloukem BC a kone  trojúhelník ∆OBD,

jejich  obsahy jsou postupn P1, P2 a P3. Pro n  jist  platí nerovnost

P1 ≤ P2 ≤ P3. Tyto obsahy spo teme z jednoduchých vztah :

P1 = ½ ⋅ sin (a⋅x), P2 = ½ ⋅ a ⋅ x, P3 = ½ ⋅ tg( a⋅x). Dosa me tyto

výrazy do dané nerovnosti: ½ ⋅ sin  (a⋅x) ≤ ½ ⋅ a ⋅ x ≤ ½ ⋅ tg( a⋅x).

f(x)

h(x)

g(x)
x0

)(

A

Obrázek I.II.VII.a

Obrázek I.II.VII.b
cos (a.x)

si
n 

(a
.x

) tg
 (a

.x
)

P1
P2

P3

O
A B

C

D

1
y = k.x

a.x
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eme krátit ½ a celou nerovnost vyd líme výrazem sin (a⋅x) – to si dovolit m eme, nebo

jsme v hodnotách blízkých nule av ak nenulových!!! Po úpravách dostáváme tuto nerovnost

ve tvaru: ( ) ( )xaxa
xa

⋅
≤

⋅
⋅

≤
cos

1
sin

1 . Nerovnost je ekvivalentní s nerovností

( ) ( )xa
xa

xa
⋅≥

⋅
⋅

≥ cossin1 , kterou jsme dostali umocn ním p vodní nerovnosti –1. Dále

násobíme hodnotou a a dostáváme výraz: ( ) ( )xaa
x

xaa ⋅⋅≥
⋅

≥ cossin . Pro hodnoty x blízké

nule bude mít nerovnost tvar ( ) a
x

xaa ≥
⋅

≥
sin  a podle v ty o limit  sev ené funkce tedy musí

být a
x
ax

x
=

→

sinlim
0

. Tak pro a  =  1 dostáváme 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. Poznámka na záv r tohoto

odstavce, v tu o limit  sev ené funkce si zde dokazovat nebudeme. D kaz spo ívá v nalezení

kladného ísla δ, které definuje prstencového okolí bodu x0 takové, e pro v echny body

x ∈ P(x0) jsou spln ny v echny nerovnosti vyplývající z p edpokladu existence limit funkcí

f(x) a h(x) a pak jestli e platí f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) na P(x0), musí být nerovnost definující limitu

spln na i pro funkci g(x). Její limita tedy existuje a je rovna práv  limitám funkcí f(x) a h(x).

Blí e viz. „Úvod do po tu diferenciálního“ Prof. Jarníka.

Podívejme se nyní na sou in dvou funkcí a jeho limitu. Je z ejmé, e pokud

lim f(x) ≠ 0 (Vynechávám zde znamení x → x0, x → x+
0, x → x-

0, x → +∞ a x → –∞ proto e

v tuto chvíli na n m nezále í. Následující v ty budou platit pro v echny tyto mo nosti.) a

lim |g(x)| = +∞, pak lim|f(x) ⋅ g(x)| = +∞. Problém nastane ve chvíli, kdy lim f(x) = 0. Tehdy

toti  dostáváme limitu typu 0 ⋅ ∞, co  je dal í z neur itých výraz .

Máme nyní dn  mo nosti. Je z ejmé,  e pokud je lim |g(x)| = +∞, pak je

lim[1  /  g(x)]  =  0. Sta í nám nyní vy et ovanou limitu p epsat ve tvaru

[ ]


















=⋅

)(
1

)(lim)()(lim

xg

xfxgxf  a zm nit tak typ neur itého výrazu na limitu 0 / 0 a dále ji it

pomocí l´Hospitalova pravidla.

V n kterých p ípadech je také mo no pou ít obm nu této úpravy, která vychází z toho,

e pokud lim  f(x)  =  0, potom jist lim |1 / f(x)| = +∞. M eme pak vy et ovanou limitu
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epsat na tvar [ ]


















=⋅

)(
1

)(lim)()(lim

xf

xgxgxf  a zm nit tak typ neur itého výrazu na limitu

∞ / ∞ a dále it op t pomocí l´Hospitalova pravidla.

Uká eme si na následujícím p íklad , e ne v dy je mo né pou ít obou zp sob  úprav

limit typu 0 ⋅ ∞. V n kterých p ípadech je výhodn í pou ít první nazna ený zp sob a jindy

ten druhý. Vy et eme ( )x

x
ex −

+∞→

2lim . Je z ejmé, e +∞=
+∞→

2lim x
x

 a 0lim =−

+∞→

x

x
e . Jedná se tedy o

limitu typu ∞ ⋅ 0. Na ukázku zde provedu ob  mo nosti úprav. Nejprve se budeme v novat té

první zmín né, p evedeme vy et ovanou limitu na typ 0  /  0. Bude platit ( )x

x
ex −

+∞→

2lim  =

= [ ]
[ ] 








−
−

=














′

′
=








−

−

+∞→−

−

+∞→−

−

+∞→ 3
2

2 2
limlimlim

x
e

x

e
x
e x

x

x

x

x

x
. I toto je limita typu 0 / 0, ale je z derivace vid t,

e bychom se pomocí l´Hospitalova pravidla výsledku nedobrali. itatel bude a  na znaménka

stejný (budou se st ídat) a ve jmenovateli bude x ve stále ni í mocnin , nikdy ne v nulté! Je

tedy vid t, e úpravou této konkrétní limity typu 0 ⋅ ∞ na  typ 0  /  0 mnoho nezm eme.

Zkusme tedy druhou mo nost, toti  p evést zkoumanou limitu na neur itý výraz typu ∞ / ∞.

Tedy ( ) 







=

+∞→

−

+∞→ xx

x

x e
xex

2
2 limlim . Toto je ji  limita typu ∞ / ∞ a m eme aplikovat l´Hospitalovo

pravidlo. Platí [ ]
[ ]







=′

′
=








+∞→+∞→+∞→ xxxxxx e

x

e

x
e
x 2limlimlim

22

. To je stále je  limita typu ∞ / ∞, ale výraz

v itateli sní il stupe  své mocniny o jedni ku. Je z ejmé, e dal í aplikace l´Hospitalova

pravidla povede ji  k cíli. Dostáváme [ ]
[ ]

02lim2lim2lim =





=′

′
=








+∞→+∞→+∞→ xxxxxx ee

x
e

x .  Platí  tedy,  e

( ) 0lim 2 =−

+∞→

x

x
ex .

Dostáváme se k sou tu a rozdílu dvou funkcí. Pou ijeme nyní toho, e rozdíl je mo né

evést na sou et tak, e u men itele zm níme znaménko a nebo znaménko zm níme u

men ence a vytkneme –1. To znamená, e [f(x)  –  g(x)]  =   [f(x)  +  (–g(x))] a  nebo

[f(x) – g(x)] =  (–1)[(–f(x)) + g(x)].

Tak e pokud lim f(x)  = +∞ a g(x) = –∞, k neur itému výrazu vede lim[f(x) + g(x)].

Podobn  pokud lim f(x) = +∞ a g(x) = +∞, k neur itému výrazu vede lim[f(x) – g(x)]. V obou
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ípadech se bude jednat o neur itý výraz typu ∞ – ∞ (je z ejmé, e limity typu ∞ + ∞,

–∞ – ∞, ±k + ∞ a ±k – ∞, kde k ∈ R, nejsou neur itými výrazy!).

jme, jak u  bylo nazna eno, lim  f(x)  = ∞ a lim  g(x)  = ∞. Potom

[ ]


















⋅

−
=



















−=−

)()(
1

)(
1

)(
1

lim

)(
1
1

)(
1
1lim)()(lim

xgxf

xfxg

xgxf

xgxf . Poslední výraz nyní p edstavuje

limitu typu 0  /  0 a m eme pro její vy ení pou ít l´Hospitalovo pravidlo. Výraz se je

zjednodu í, zavedeme-li ozna ení ϕ(x) = 1 / f(x) a ψ(x) = 1 / g(x). Potom má se jedná o

[ ] 







⋅
−

=−
)()(
)()(lim)()(lim

xx
xxxgxf

ϕψ
ϕψ .

Pou ití práv  uvedeného postupu si uká eme na jednoduchém p íklad . Vy et íme

limitu 





 −

→ 420

2
2
1lim

xxx
.  Je  vid t,  e  se  jedná  o  limitu  typu ∞ – ∞. Postup ení bude proto

následující: 







⋅

−
=






 −

→→ 42

24

0420 2
2lim2

2
1lim

xx
xx

xx xx
, co  je ji  limita typu 0  /  0 a m eme pou ít

l´Hospitalova pravidla (funkce ϕ(x) = 2x2 a ψ(x) = x4).

Tak e ( ) 






 −
=







 −
=








+
−

=







⋅

−
→→→→ 4

2

05

3

055

3

042

24

0 60
412lim

12
44lim

422
44lim

2
2lim

x
x

x
xx

xx
xx

xx
xx

xxxx
. Limita

itatele zlomku je rovna –4. P jdeme-li s hodnotou x k nule (zleva i zprava) bude hodnota

tvrté mocniny blízka nule (nikdy v ak ne rovna nule) a bude to v dy kladné íslo. To

znamená, e limita celého výrazu bude –∞. M eme tedy psát −∞=





 −

→ 420

2
2

1lim
xxx

. Tento

klad by nemusel být en popsaným zp sobem, sta ilo by jen oba zlomky se íst (spole ný

jmenovatel by byl 2x4) a pak provést posledn  ud lanou úvahu. Nicmén  si myslím, e

íklad je velmi pr hledný a proto jsem jej zde uvedl.

Na dal í neur ité výrazy vede vy et ování limity ( ) ( )[ ]xg

xx
xf

0

lim
→

. Proto e se ale

pohybujeme nad reálným t lesem, musíme, stejn  jako v kapitole I.II.VI, p edpokládat, e

f(x) > 0! Jedná se pak o limity typu 00, ∞0 a 0∞. Tuto limitu p evedeme na tvar ( ) ( )[ ]xfxg

xx
e ln

0

lim ⋅

→

a íme ji jako limitu slo ené funkce. To znamená, e nejprve vy íme

( ) ( )[ ] 0lnlim
0

yxfxg
xx

=⋅
→

 a  potom [ ] Ae y

yy
=

→ 0

lim . Pokud existuje hodnota y0, existuje také
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[ ]y

yy
e

0

lim
→

 a to v dy! To ale znamená, e vy et ování limity ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]xfxg

xx

xg

xx
exf ln

00

limlim ⋅

→→
=

ejde na vy et ování limity sou inu ( ) ( )[ ]xfxg
xx

lnlim
0

⋅
→

. Jediným neur itým výrazem t chto

limit je p ípad limity typu 0 ⋅ ∞ a není problém nahlédnout, v jakým konkrétních p ípadech

neur itý výraz 0 ⋅ ∞ m eme dostat. Toti  v p ípadech, kdy lim  g(x)  =  0 a zárove

lim |ln f(x)| = +∞ (pro lim f(x) = 0 nebo lim f(x) = +∞) a nebo tehdy, kdy lim |g(x)| = +∞ a

zárove lim ln f(x) = 0 (pro lim f(x) = 1).

Tak e limity typu 00, ∞0 a 0∞ íme v dy p evodem na limity typu 0 ⋅ ∞ pomocí

vlastností p irozených logaritm  a ení tohoto typu neur itých výraz  jsme ji  rozpracovali

vý e. Je samoz ejm  mo né pou ít i dekadických logaritm  nebo i logaritm  s obecným

základem, ale vzhledem k mo nému pou ití l´Hospitalova pravidla (a tedy derivací)

v následujícím výpo tu doporu uji vyu ívat logaritm  p irozených.

Postup si uká eme na p íklad . Vrátíme se k limit  funkce f:  y  =  xx, tentokrát v ak

v bod x → 0+. Tedy máme vy et it limitu x

x
x

+→0
lim . Pomocí p irozených logaritm  p epí eme

tuto limitu (evidentn  typu 00) na tvar xx

x

x

x
ex ln

00
limlim ⋅

→→ ++
=  a podle v ty o limit  slo ené funkce

nejprve íme limitu exponentu: [ ]xx
x

lnlim
0

⋅
+→

, co  je limita typu 0 ⋅ ∞. Tak e máme

[ ]

x

xxx
xx 1

lnlimlnlim
00 ++ →→

=⋅  limitu typu ∞ / ∞ a m eme pou ít l´Hospitalova pravidla. Dostáváme

po derivování itatele i jmenovatele toto: [ ] 0lim
1

1

lim
1

lnlim
0

2

00
=−=

−
=

+++ →→→
x

x

x

x

x
xxx

. Je tedy y0 = 0 a

eme vy et it limitu 1lim 0

0
==

→
ee y

y
. M eme proto psát 1lim

0
=

+→

x

x
x .

I.III Derivace funkce jedné prom nné

I.III.I Zavedení pojmu derivace a její geometrický a fyzikální význam
ed více ne  t emi stoletími zavedli pojem derivace (zcela na sob  nezávisle) dva

dci (jeden byl více fyzik a druhý spí e matematik), jejich  jména jsou dnes notoricky

známa.  P íb h  s  jabloní,  pod  ní  si  údajn  I.  Newton (1642 –  1727)  lehl  a  její  jablko  na  n j

spadlo, zná snad ka dý. Tato událost jej pak p ivedla na my lenky o pohybu t les a stanovení
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okam itých rychlostí. Druhým byl G. V. Leibnitz (1646 – 1716), kterého na my lenku zavést

derivace p ivedlo studium pr  funkcí a problematika ur ení te en k jejich graf m.

Ale nejprve odhlédn me od samotného pojmu derivace (ten si zavedeme a  za chvíli)

a trochu p emý lejme. Mají-li se v ci a d je kolem nás vyvíjet, musí nutn  docházet ke

zm nám. Automobil se rozjí dí a jeho rychlost se tak zv uje. Stojíme nap íklad p ed

problémem, jak zjistit okam itou rychlost auta v n jakém ase a nebo chceme zjistit, jak

rychle se jeho rychlost m ní. Nebo studujeme pr h n jaké funkce a nebude nám sta it

pouze zji ní, e je tato funkce definována v okolí n jakého bodu, e je spojitá a nebo e je

rostoucí (p ípadn  klesající). Bude nás také zajímat jak rychle se v daném bod  m ní funk ní

hodnoty v závislosti na zm  argumentu studované funkce (tato zm na je vyjád ena velikostí

sklonu te ny ke grafu funkce ve studovaném bod , tj. sm rnicí te ny). Dal ím problémem

e být nalezení rovnice te ny ke grafu studované funkce v n jakém zvoleném bod , atd.,

atd., …

Poj me se nyní podívat na náhled z pohledu fyziky. Pohybová problematika a

nalezení okam ité rychlosti n jakého pohybujícího se bodu (p ípadn  automobilu) je jedním z

dobrých a pr hledných p íklad . M jme bod, který se pohybuje z místa A do místa B. Pohyb

nech  není p ímo arý a rovnom rný. To znamená, e se rychlost v pr hu cesty z A do B

bude spojit  (nikoliv skokov ) m nit. Ujetá vzdálenost bude funkcí asu t a bude se tedy

jednat o funkci s:  y  =  s(t). as po ítejme ve vte inách a vzdálenost nap íklad v metrech.

Zvolme nyní dva libovolné okam iky t0 a t2 takové, e t0 <  t2. K nim pak p íslu í ujeté

vzdálenosti s(t0) a s(t2), pro které také platí, e s(t0) < s(t2). Pr rnou rychlost na úseku

s(t2)  –  s(t0) m eme vypo ítat ze vztahu
( ) ( )

02

02

tt
tsts

−
−

. Zvolme nyní je  libovolný jiný

okam ik t1 takový, e t1 =  t0 + ∆t, kde ∆t ≠ 0. Potom op t ur íme pr rnou rychlost na

úseku s(t0 + ∆t) – s(t0) pomocí podobného zlomku, jako v p echázejícím p ípad

( ) ( )
t

tstts
∆

−∆+ 00 . Kdy  bude hodnota ∆t dostate  blízka nule, bude se hodnota tohoto

zlomku limitn  blí it k okam ité rychlostí pohybujícího se bodu. Tak e limitu

( ) ( )
t

tstts
t ∆

−∆+
→∆

00

0
lim  nazveme okam itou rychlostí budu v okam iku t0.

Podívejme se nyní na stejnou problematiku z pohledu vy et ování pr hu funkce f.

jme tedy funkci f: y = f(x) a p edpokládejme, e je na n jakém intervalu (a; b) spojitá.

Krom  toho nás bude také zajímat, zda  je zkoumaná funkce monotónní, zda je sudá nebo

lichá, jestli je omezená i nikoliv, atd. D le itou vlastností funkce f bude  i  to,  jak  rychle
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rostou (respektive klesají) funk ní hodnoty y = f(x) této funkce v závislosti na zm

argumentu x.

Zvolme tedy libovolné dva body x0, x2 takové, e x0 < x2 a x0, x2 ∈ (a; b). Body x0 a x2

jsou tedy vnit ními body intervalu (a; b). V t chto bodech na ose x zvolené kartézské

soustavy sou adnic Oxy sestrojíme po adnice, jejich  délky budou f(x0) a f(x2). Body

A = [x0; y0 = f(x0)] a B = [x2; y2 = f(x2)]

pak jist  le í na grafu zkoumané funkce f.

Podobn  jako v p echázejícím p íklad ,

pr rný nár st funk ních hodnot f(x)

v závislosti na r stu argumentu x funkce f

v intervalu od x0 do x2 je dán zlomkem

( ) ( )
02

02

xx
xfxf

−
−

. Jedná se vlastn  o

sm rnici se ny grafu funkce f definované

body A a B. Zvolme nyní je  jeden

libovolný bod x1 na  ose x vý e zmín né

soustavy sou adnic takový, e x1 =  x0 + ∆x. Hodnota ∆x budi  nenulová! Potom pr rný

ír stek funk ních hodnot f(x) v závislosti na r stu argumentu x funkce f na  intervalu  od x0

do x0 + ∆x je dán podobným zlomkem jako u p íkladu z hlediska fyziky, toti

( ) ( )
x

xfxxf
∆

−∆+ 00 . I zde, pokud bude hodnota ∆x dostate  blízka nule, bude se hodnota

tohoto zlomku limitn  blí it k hodnot  okam itého p ír stku funk ních f(x) v bod x0. To

znamená, e limitu
( ) ( )

x
xfxxf

x ∆
−∆+

→∆

00

0
lim  nazveme okam itým p ír stkem funk ního

hodnot f(x) funkce f v bod x0. Celá situace je na obrázku I.III.I.a. Geometricky je tato limita

rovna sm rnici te t ke grafu funkce sestrojené v bod x0!

Podívejme se nyní na limity z obou p íklad . Formáln  jsou toti  úpln  stejné. Bylo by

proto ú elné t mto limitám p isoudit zvlá tní význam. P i ozna ení ∆t respektive ∆x

symbolem h, je mo né ob  limity formalizovat do tvaru
( ) ( )

h
xfhxf

h

00

0
lim

−+
→

. A pokud

existuje tato limita, nazveme ji derivací funkce f v bod x0 a geometricky se bude jednat o

sm rnici te ny t ke grafu funkce f v práv  bod x0!

+x

+y

a b

A

B

t

x0 x1 x2

∆x

f(x)

f(x0)

f(x2)

f(x0 + ∆x)

Obrázek I.III.I.a
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Derivaci m eme definovat takto: nech  existuje funkce f:  y  = f(x) a íslo x0. Potom

limitu
( ) ( )

h
xfhxf

h

00

0
lim

−+
→

 nazýváme derivací funkce f v bod  x0. Derivací funkce f v bod

x0 zprava pak nazýváme limitu
( ) ( )

h
xfhxf

h

00

0
lim

−+
+→

 a  derivací  funkce  f  v  bod  x0 zleva

limitu
( ) ( )

h
xfhxf

h

00

0
lim

−+
−→

.

Je z ejmé, e pokud neexistuje n jaká z práv  uvedených limit, íkáme postupn , e

funkce f nemá v bod x0 derivaci, nebo funkce f nemá v bod x0 derivaci zprava a nebo funkce

f nemá v bod x0 derivaci zleva. Navíc vý e zmín né limity mohou být jak limity vlastní, tak i

nevlastní a potom hovo íme o derivacích vlastních p ípadn  derivacích nevlastních.

Zkusme se podívat na p íklad. Vypo ítáme nyní derivace funkce sin x. Dosadíme nyní

do limity
( ) ( )

h
xfhxf

h

00

0
lim

−+
→

 a po dosazení dostáváme
( ) ( )

h
xhx

h

00

0

sinsin
lim

−+
→

. Nyní nám

nezbývá, ne  tuto limitu postupn  vy it:

( ) ( )
=

−⋅+⋅
=

−+
→→ h

xhxhx
h

xhx
hh

000

0

00

0

sinsincoscossin
lim

sinsin
lim

0
0

0

000

0
coscoslimsincossinlim x

h
xh

h
xxhx

hh
=

⋅
=

−⋅+
=

→→

eme tedy psát, e derivace funkce y  = sin  x v bod x0 je rovna cos  x0. Je tedy vid t, e

nalézt derivaci n jaké funkce není nic jiného, ne  vy et it jistou limitu!

V na em p íklad  bude ke zvolenému x0 vypo tena derivace funkce sin  x jako íslo

cos x0. Jedná se tedy o íslo.

Nic se ale nestane, jestli e místo konkrétního bodu x0 budu uva ovat n jaký libovolný

bod x. Limita, která definuje derivaci, tak p ejde na tvar ( ) ( )
h

xfhxf
h

−+
→0

lim  (podobn  pro

symboly
+→0

lim
h

 a
−→0

lim
h

), v n  místo hodnoty x0 pou ívám symbol x. Kdybych toti

v p edcházejícím p íklad  zvolil jiné x0, vy et ovaná limita by m la jinou hodnotu. To ale

znamená, e hodnota derivace n jaké funkce závislá na volb x0 a  proto  se  obecn  jedná  o

funkci argumentu x!

Derivace se obvykle ozna ují následujícími znaky f´, f´(x), [f(x)]´ ,
dx
dy ,

dx
xdf )( .

Derivace funkce f(x) zprava respektive zleva ozna ujeme pak f´+, f´+(x) respektive f -́, f -́(x).
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I.III.II Základní deriva ní vzorce
Pojem derivace jsme si v p edcházející kapitole nadefinovali a získali jsme také pojem

o tom, co vlastn  derivace geometricky i fyzikáln  znamená. Také jsme si zavedli symboly

pro zápis derivací.

Bylo ukázáno, e vypo ítat derivaci n jaké funkce f v bod x0 znamená vy et it jistou

limitu zlomku ( íká se mu diferen ní podíl). Kdybychom ale m li poka dé, kdy  pot ebujeme

vypo ítat derivaci n jaké funkce, po ítat onu limitu, bylo by to ne ikovné a zdlouhavé. Je

tedy nasnad , e je t eba zavést výpo etní aparát, který by umo oval velmi rychlý a

jednoduchý výpo et derivací. A práv  takovým aparátem jsou deriva ní vzorce a samoz ejm

dal í pravidla derivování.

Deriva ní vzorce odvozujeme p ímo z definice derivace, tedy z limity diferen ního

zlomku (n kdy také podílu). Symbol x0 v limit  nahradíme obecným bodem x zkoumané

funkce (to si dovolit m eme, viz. p edcházející kapitola) a budeme it limitu

( ) ( )
h

xfhxf
h

−+
→0

lim  obecn  pro n jakou zkoumanou funkci. Nyní si odvodíme n kolik

základních deriva ních vzorc  a pak na konci této kapitoly je uspo ádám do p ehledné

tabulky.

Derivace funkce f:  y  =  c, c ∈ R:  jedná  se  tedy  o  konstantní  funkci  a  nás  zajímá  její

derivace.Dosadíme tedy do limity a tuto limitu propo ítáme: ( ) ( )
=

−+
→ h

cfhcf
h 0
lim

00limlim
00

==
−

=
→→ hh

cc
hh

. Konstantní funkce nabývá toti  pro libovolnou hodnotu argumentu

stále stejné funk ní hodnoty, tj. hodnoty c! A máme tak první deriva ní vzorec, který m eme

zapsat jako [c]´  =  0, nebo-li derivace konstanty je nulová! To je z ejmé i z geometrického

významu derivace, jedná se toti  o tangens úhlu, který svírá te na ke grafu funkce s kladnou

osou x. Ten je ale nulový a jeho tangens musí být proto identicky roven nule.

Derivace funkce f: y = x, D(f) = R: proto e se jedná vlastn  o osu I. a III. kvadrantu,

la by být tato derivace rovna 1 (jedná se o tan 45°). Dosadíme do limity a íme:

( ) 1limlimlim
000

==
−+

=
−+

→→→ h
h

h
xhx

h
xhx

hhh
. M eme tedy psát, e [x]´ = 1.

Derivace funkce f: y = xn, D(f) = R, n ∈ N: v tomto p ípad  se ji  nebude jednat o tak

jednoduchou derivaci a jednoduchý výpo et. Dosa me do limity a po ítejme:

( )
=

−+
→ h

xhx nn

h 0
lim  první dvoj len rozvineme podle binomické v ty
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=
−








+








−

++







+








+









=

−−−

→ h

xh
n
n

xh
n

n
hx

n
hx

n
x

n nnnnnn

h

1221

0

1210
lim

L

, kde je  kombina ní

íslo 







0
n

 rovno jedné. Hodnota xn se ode tou a ze zbývajících len  vytkneme h. Tak

dostáváme =
















+








−

++







+









=

−−−−

→ h

h
n
n

xh
n

n
hx

n
x

n
h nnnn

h

1221

0

121
lim

L

 a dále hodnotu h

krátíme =















+








−

++







+








= −−−−

→

1221

0 121
lim nnnn

h
h

n
n

xh
n

n
hx

n
x

n
L , co  je limita sou tu

postupn n len . Od druhého lenu v etn  obsahují prom nnou h a tak je jejich limita

nulová. Tak e dostáváme 11

0 1
lim −−

→
⋅=








= nn

h
xnx

n
. To je kone ný výsledek a m eme tak psát,

e [xn]´ = n⋅xn – 1.

Derivace funkce f:  y  =  xn, D(f)  = R, n ∈ Z–: jedná se o podobnou funkci té

edcházející, kde v ak exponent nále í do celých záporných ísel. Derivaci této funkce si

odvodíme v kapitole I.III.III a  si povíme o derivaci podílu dvou funkcí.

Derivace funkce f:  y  =  sin  x, D(f)  = R: stejn  jako v p echázejících p íkladech

odvození deriva ních vzorc  i zde dosadíme do ji  klasické limity diferen ního podílu a

aplikací sou tových vzorc  dostáváme: ( )
=

−+
→ h

xhx
h

sinsinlim
0

=
−⋅+⋅

=
→ h

xhxhx
h

sinsincoscossinlim
0

 uv domme si, e pro velmi malé hodnoty h (rozum j

v obloukové mí e, v radiánech) platí tyto rovnosti: cos  h  = 1 a sin  h  = h. Tak e dostáváme

x
h

xh
h

xxhx
hh

coscoslimsincossinlim
00

=
⋅

=
−⋅+

=
→→

. M eme tedy psát, e [sin x]´ = cos x, co

je dal í ze základních deriva ních vzorc .

Derivace funkce f: y = cos x, D(f) = R: odvození je zcela analogické s p edcházejícím

etn  pou itého postupu (s tím rozdílem, e se pou ije sou tový vzorec pro cos(x + h)).

Proto jej zde nebudu provád t a ponechávám to na pilném studentovi. Výsledkem bude

deriva ní vzorec [cos x]´ = –sin x.
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Derivace funkce f:  y  =  ex, D(f)  = R: dosadíme do limity definující derivaci a

dostáváme ( ) ( ) ( ) ( ) x
h

h

x
hx

h

xhx

hh
e

h
ee

h
ee

h
ee

h
xfhxf

=
−

⋅=
−

=
−

=
−+

→→

+

→→

1lim1limlimlim
0000

. Limita

zlomku ( )
h

eh 1−  pro h → 0 je toti  identicky rovna jedné! M eme tedy psát [ex]´ = ex.

edcházejících n kolik základních deriva ních vzorc  shrnu nyní do p ehledné

tabulky. V dal ích kapitolách je budeme velmi pot ebovat:

Funkce a její derivace

c 0

x 1

xn, n ∈ N n ⋅ xn – 1

sin x cos x

cos x –sin x

ex ex

I.III.III Derivace sou tu, rozdílu, sou inu a podílu dvou funkcí
V p edcházející kapitole jsme si odvodili n kolik základních deriva ních vzorc . Ty

budeme pot ebovat pro odvození dal ích. K tomu abychom odvodili i dal í vzorce pro rychlý

výpo et derivací je t eba, abychom znali více. Jak budou derivace vypadat, jestli e budeme

derivovat sou et dvou funkcí? Nebo jejich rozdíl p ípadn  sou in i podíl, atd.?

Dejme se do toho. M jme n jakou funkci h(x) = f(x) + g(x) a chceme ji derivovat, tj.

ur it její derivaci. P i odvození op t vyjdeme z definice derivací, toti  z nám ji  tak dob e

známé limity diferen ního podílu. Z ejm  bude platit, e h(x + h) = f(x + h) + g(x + h), tak e

eme do limity dosadit: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
=

+−+++
=

−+
→→ h

xgxfhxghxf
h

xhhxh
hh 00
limlim

výraz v itateli zlomku uspo ádáme ( ) ( ) ( ) ( )
=

−++−+
=

→ h
xghxgxfhxf

h 0
lim  a dále rozd líme

na sou et dvou zlomk ( ) ( ) ( ) ( )
=



 −+

+
−+

=
→ h

xghxg
h

xfhxf
h 0
lim  vyu ijeme toho, e limita

sou tu dvou funkcí je sou et limit obou s ítanc  a dostáváme ( ) ( )
+

−+
=

→ h
xfhxf

h 0
lim

( ) ( )
h

xghxg
h

−+
+

→0
lim . Ob  tyto limity p edstavují postupn  derivace funkcí f(x) a g(x) a

eme proto psát, e derivace sou tu dvou funkcí je rovna sou tu derivací obou s ítanc .

Nebo-li zapsáno matematickou symbolikou [f(x) + g(x)]´ = [f(x)]´ + [g(x)]´ = f´ + g´.
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Podívejme se na rozdíl dvou funkcí. M jme funkci h(x)  =  f(x)  –  g(x). Vyu ijeme

analogie s p edcházejícím p íkladem a m eme rovnou dosazovat a upravovat limitu

diferen ního podílu: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
=

−−+−+
=

−+
→→ h

xgxfhxghxf
h

xhhxh
hh 00
limlim

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
h

xghxg
h

xfhxf
h

xghxgxfhxf
hhh

−+
−

−+
=

−+−−+
=

→→→ 000
limlimlim . Poslední

rozdíl v rovnosti p edstavuje rozdíl derivací funkcí f(x) a g(x) a tudí  m eme psát, e

derivace rozdílu dvou funkcí je rovna rozdílu derivací men itele a men ence. Symbolicky tato

ta vypadá následovn : [f(x) – g(x)]´ = [f(x)]´ – [g(x)]´ = f´ – g´.

Jak to bude vypadat s derivací g(x), která je sou inem n jaké funkce f(x) a  konstanty

c ∈ R? Z ejm  platí, e g(x  + h)  = c ⋅ f(x  + h) a m eme ji  dosadit do limity diferen ního

podílu funkce g(x): ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=



 −+

⋅=
⋅−+⋅

=
−+

→→→ h
xfhxfc

h
xfchxfc

h
xghxg

hhh 000
limlimlim

( ) ( ) ( )xfc
h

xfhxfc
h

´lim
0

⋅=
−+

=
→

. Toto odvození nám tedy íká, e p i derivování sou inu

jaké funkce a konstanty je mo né tuto konstantu p ed derivaci vytknout a derivovat pouze

onu funkci. Nebo-li symbolicky: [c ⋅ f(x)]´ = c ⋅ [f(x)]´ = c ⋅ f´.

Podívejme se nyní na sou in dvou funkcí a jeho derivaci. M jme funkci

h(x) = f(x) ⋅ g(x) a ptáme se, jak vypadá derivace [h(x)]´ = [f(x) ⋅ g(x)] .́ Bude z ejm  platit, e

h(x  +  h)  =  f(x  +  h) ⋅ g(x + h) a m eme tak dosadit rovnou do limity diferen ního podílu

funkce g(x). Dostáváme ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

⋅−+⋅+
=

−+
→→ h

xgxfhxghxf
h

xghxg
hh 00
limlim  v itateli

provedeme úpravu p tením a zase ode tením výrazu g(x + h) ⋅ f(x) a po jednoduchých

úpravách dostáváme postupn  toto ení:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

−+
+

−+
=

=



 −+

+



 −+

+=

=
−++−++

=

=
⋅−⋅++⋅+−+⋅+

=

→→

→→

→

→

h
xghxgxf

h
xfhxfxg

h
xghxgxf

h
xfhxfhxg

h
xghxgxfxfhxfhxg

h
xgxfxfhxgxfhxghxghxf

hh

hh

h

h

00

00

0

0

limlim

limlim

lim

lim

kde limity p edstavují postupn  derivace funkcí f(x) a g(x). M eme proto psát, e derivace

sou inu funkcí f(x) a g(x) je rovna „první funkce derivovaná násobeno druhou nederivovanou
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plus první nederivovaná násobeno druhá funkce derivovaná“. Symbolicky tuto v tu vyjad uje

zápis: [f(x) ⋅ g(x)]´ = f´(x) ⋅ g(x) + f(x) ⋅ g´(x) = f´ ⋅ g + f ⋅ g´.

Z t ch základních operací nám zbývá u  jen podíl dvou funkcí, respektive jeho

derivace. Jak tedy vypadá derivace podílu dvou funkcí? M jme funkci ( ) ( )
( )xg
xfxh = , p em

g(x) ≠ 0. Z p edcházejících p íklad  je patrná analogie odvození a proto m eme ji  rovnou

dosadit do limity diferen ního podílu pro funkci h(x):

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( ) 
















−

+
+

=
−

+
+

=
−+

→→→ xg
xf

hxg
hxf

hh
xg
xf

hxg
hxf

h
xhhxh

hhh

1limlimlim
000

. Výraz v kulatých

závorkách nyní se teme: ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 








⋅+

+⋅−⋅+
⋅

→ xghxg
hxgxfxghxf

hh

1lim
0

 a vyu ijeme komutativnosti

operace násobení: ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )








 +⋅−⋅+
⋅

⋅+→ h
hxgxfxghxf

xghxgh

1lim
0

. Nyní ji  sta í

v itateli p íst a op t ode íst sou in f(x) ⋅ g(x) a provést následující jednoduché úpravy:

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

=



 −+−−+

⋅
⋅

=

=






 +⋅−⋅+⋅−⋅+
⋅

⋅+
=

=






 +⋅−⋅+
⋅

⋅+

→

→

→

h
xghxgxfxfhxfxg

xgxg

h
hxgxfxgxfxgxfxghxf

xghxg

h
hxgxfxghxf

xghxg

h

h

h

0

0

0

lim1

1lim

1lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=














 −+

⋅−





 −+

⋅⋅
⋅

=

=













 −+

⋅−





 −+

⋅⋅
⋅

=

=



 −+

⋅−
−+

⋅⋅
⋅

=

→→

→→

→

h
xghxgxf

h
xfhxfxg

xgxg

h
xghxgxf

h
xfhxfxg

xgxg

h
xghxgxf

h
xfhxfxg

xgxg

hh

hh

h

00

00

0

limlim1

limlim1

lim1

Limity v posledním ádku p edstavují ale derivace funkcí f(x) a g(x) a tak m eme psát, e:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( )xg

xgxfxgxfxgxfxfxg
xgxg 2

´´´´1 ⋅−⋅
=⋅−⋅⋅

⋅
=
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Výsledný vztah pro derivaci podílu dvou funkcí m eme tedy shrnout ve v  „první funkce

derivovaná násobeno funkcí druhou mén  první nederivovaná násobeno derivací druhé

funkce a to celé d leno tvercem druhé funkce“. Symbolicky pak zápis tohoto deriva ního

pravidla vypadá následovn : ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )xg

xgxfxgxf
xg
xf

2

´´ ⋅−⋅
=

′









.

chto p t základních deriva ních pravidel nyní shrneme v p ehledné tabulce:

[f(x) + g(x)]´ = f´(x) + g´(x)

[f(x) – g(x)]´ = f´(x) – g´(x)

[c ⋅ f(x)]´ = c ⋅ f´(x)

[f(x) ⋅ g(x)]´ = f´(x) ⋅ g(x) + f(x) ⋅ g´(x)

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )xg

xgxfxgxf
xg
xf

2

´´ ⋅−⋅
=

′










I.III.IV Derivace slo ené funkce
Abychom si mohli vyvodit dal í deriva ní vzorce, je t eba definovat n která dal í

deriva ní pravidla a jedním z t ch nejzákladn ích je derivace funkce slo ené. M jme tedy

funkci g: y = g(x) a jinou funkci f: z = f(y). Za hodnotu argumentu y funkce f m eme dosadit

celou funkci g a dostáváme tak funkci f v p edpisu f: z = f(g(x)). Funkce f je nyní funkcí

slo enou a my se budeme ptát, jak vypadá její derivace.

Prvním p edpokladem je, e funkce f(y) má vlastní derivaci v bod y0 = g(x0). Za

druhé, e funkce g(x) má také vlastní derivaci, tentokrát v bod x0. Za t chto p edpoklad  se

tedy ptáme, jak vypadá derivace funkce f(g(x)).

Bude se jednat o vy et ení limity

( )( )[ ] ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

yfkyf
h

yfyf
h

xgfhxgfxgf
hhh

00
0

0
0

00
0

limlimlim −+
=

−
=

−+
=′

→→→
 p i

ozna ení g(x0 +  h)  =  y  =  y0 +  k, p em  (viz vý e) g(x0)  =  y0.  Proto e  se h blí í k nulové

hodnot , bude se také íslo k blí it k nule. Uv domme si, e významov  je hodnota

h = x – x0 a hodnota k = y – y0! Jinak eno, je h p ír stek argumentu funkce g(x) a k je pak

ír stek argumentu funkce f(y), co  je toté , jako p ír stek funk ních hodnot funkce g(x)

v závislosti na hodnot h.

Z t chto úvah a podle vý e uvedeného zna ení m eme psát následující:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=



 −

⋅
−+

=



 ⋅

−+
=

−+
→→→ h

yy
k

yfkyf
h
k

k
yfkyf

h
yfkyf

hhh

000

0

00

0

00

0
limlimlim
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

−+−+
=



 −+

⋅
−+

=
→→→ h

xghxg
k

yfkyf
h

xghxg
k

yfkyf
hhh

00

0

00

0

0000

0
limlimlim

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
00

0

00

0
´´limlim xgyf

h
xghxg

k
yfkyf

hk
⋅=

−+−+
=

→→
. Uv domme si, e jak h → 0

tak i k → 0, tak e si m eme v p ípad  první limity dovolit místo symbolu h psát k!

Tak e v ta o derivaci slo ené funkce nám íká, e „derivaci vn í funkce násobíme

derivací funkce vnit ní“. Pokud máme vícenásobn  slo enou funkci, derivuje se et zením

tohoto pravidla. M eme psát pravidlo o derivaci slo ené funkce ve tvaru:

[z(x)]´ = [f(g(x))]´ = f´(y) ⋅ g´(x) = f´ ⋅ g´.

Zkusme nyní vypo ítat derivaci funkce y = sin3((x + 1)2). Rozebereme zadanou funkci

z hlediska et zení vno ených funkcí. Funkce (x  +  1) je funkcí vnit ní, k ní je vn í funkcí

její kvadrát. Dále funkce (x + 1)2 je vnit ní funkcí funkce sinus. Tato je je  vnit ní funkcí

její t etí mocniny. Tak e m eme derivovat:

[sin3((x + 1)2)]´ = 3 ⋅ sin2((x + 1)2) ⋅ cos((x + 1)2) ⋅ 2(x + 1)

Nejp ehledn í je derivovat slo ené funkce sm rem od vn í funkce k vnit ní tak, jak je

ukázáno na p íklad . Derivace vn í funkce je podtr ena dvojit , derivace k ní vnit ní funkce

je podtr ena jednou arou a kone  derivace poslední vno ené funkce je bez podtr ení. Je

eba si také uv domit, e jsme pro derivaci vn í funkce (dvakrát podtr ená) a derivaci

funkce nejvíce vno ené (bez potr ení) vyu ili vzorce [xn]´  =  n ⋅ xn  –  1,  kde  je  mo né  za

hodnotu x dosazovat libovolnou jinou funkci!

Uká eme si derivaci slo ené funkce je  na jednom p íkladu. M jme funkci

g: y = e[sin(4x) – 4x], kde x je z mno iny v ech reálných ísel. Vyu ijeme derivace funkce podle

vzorce [ex]´ = ex, ale je t eba si je  uv domit, e samotný exponent je také funkcí argumentu

x! Tak e celou funkci musíme derivovat jako funkci slo enou, kde mocnina o základu e bude

vn í funkce a [sin(4x) – 4x] bude vnit ní funkcí. Navíc je  funkce 4x bude vnit ní funkcí

sinu! Derivujme: [e[sin(4x) – 4x]]´ = e[sin(4x) – 4x] ⋅ [4 ⋅ cos(4x) – 4]. I tato funkce má jako defini ní

obor v echna reálná ísla, tak e je v e v po ádku.

Tento p íklad v ak pova uji za jeden ze zásadních! ádám proto studenty aby mu

novali pat nou pozornost!!!

I.III.V Derivace inverzní funkce
Je-li libovolná funkce funkcí prostou a navíc spojitou na n jakém intervale J, existuje

k ní na tomto intervale v dy funkce inverzní. Máme tedy definovanou funkci f: x = f(y), která
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je prostá (tedy ryze monotónní) a spojitá na intervalu J. K funkci f existuje tedy funkce f–1, pro

kterou platí H(f–1)  =  D(f), D(f–1)  =  H(f) a y  =  f–1(x) pro v echna x  =  f(y), y ∈ J ⊆ D(f).

Podívejme se nyní, jak bude vypadat derivace funkce y = f–1(x). P jde o to vy et it následující

limitu: ( )[ ] ( ) ( )
( ) ( ) ( ) =

−+
=

−+
−+

=
−+

=
′

→→

−−

→

−

00
0

00

00

0

0
1

0
1

0

1 limlimlim
yfkyf

k
xhx
yky

h
xfhxf

xf
hhh

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

yfkyf
k

yfkyfyfkyf
k

h

hh 00

0

000
00

0
lim

11limlim
−+

=
−+

=
−+

=

→

→→
. Je t eba si op t

uv domit, e hodnota h = x – x0, tak e m eme psát, e h  =  x0 +  h  –  x0!  Dále  platí,  e

f–1(x0 + h) = f–1(x) = y = y0 + k, kde k je p ír stek argumentu funkce f: x = f(y). Z analogie

pak máme f–1(x0) = y0. Blí í-li se hodnota h nule, pak se také nule blí i i hodnota k. Je mo né

je proto zam nit a psát ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000

0

00

0

´
1

lim

1

lim

1
yf

k
yfkyf

k
yfkyf

kh

=
−+

=
−+

→→

. Místo

symbolu y0 m eme psát y a dostáváme tak vztah pro derivaci inverzní funkce:

( )[ ] ( )yf
xf

´
11 =

′− .

Pou ití si uká eme na p íkladu. Derivujme funkci y = arctg x. P i ozna ení

y = f–1(x) = arctg x dostáváme, e x = f(y) = tan x. Platí, e [f–1(x)]´ = 1 / f´(y). Tak e ení

eme psát: y´ = [arctg x]´ = [f–1(x)]´ = 1 / f´(y) = 1 / [tan y]´ = cos2 y. Je nutné ov em tuto

derivaci p evést zp t k prom nné x. M eme upravovat: =
+

=
yy

yy 22

2
2

sincos
coscos

y
y
yy

y
2

2

2
2

2

tan1
1

cos
sin1cos

cos
+

=









+

. Proto e podle zadání je y  =  arctg  x, musí být x  =  tan  y

(inverzní funkce k funkce arkustangens). Dosadíme do výrazu za tan  y  =  x a dostáváme

kone nou podobu derivace funkce y  =  arctg  x, toti [y]´ = [arctg x]´ 22 1
1

tan1
1

xy +
=

+
= ,

co  je zárove  dal í deriva ní vzorec!

Pomocí derivace inverzní funkce odvodíme také derivaci funkce f:  y  = ln  x, x ∈ R+,

kterou budeme pot ebovat hned v dal í kapitole.

Zopakujme si definici p irozeného logaritmu. íkáme, e y  =  ln  x práv  tehdy, kdy

ey =  x. Z levé strany ekvivalence dosa me nyní za y do strany pravé a dostáváme rovnost:

eln x = x.
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Funkce f:  y  = ln  x je jist  funkcí prostou a spojitou na celém svém defini ním oboru

(kladná reálná ísla). Podle definice p irozeného logaritmu k ní proto existuje inverzní funkce

f–1(y), pro kterou platí f–1: x = ey, kde y ∈ R. Podle v ty o derivaci inverzní funkce bude platit,

e ( )
( )[ ]′

=
− yf

xf
1

1´ , co  v na em konkrétním p ípad  znamená, e [ ]
[ ] y

y ee
x 11ln =′=′ .

Hodnota ey je ale rovna x, tak e m eme dosadit do derivace a psát [ ]
x

x 1ln =′  pro v echna

kladná reálná ísla. A je na sv  dal í deriva ní vzorec! Jak jednoduché, e?

I.III.VI Logaritmické derivování
Tento postup se pou ívá ve chvíli, kdy je t eba ur it derivaci slo ené funkce h(x) typu

h:  y  =  f(x)g(x) na intervalu J, na kterém je f(x)  >  0 (funkce f(x) bude toti  po úprav

v argumentu logaritmu). Je t eba ale také p edpokládat, e na intervalu J existují vlastní

derivace f´(x) a g´(x).

Zopakujme si je  jednou („Repetitio est mater studeorum“, J. A. Komenský) definici

irozeného logaritmu. íkáme, e y  =  ln  x práv  tehdy, kdy ey =  x. Z levé strany

ekvivalence dosa me nyní za y do strany pravé a dostáváme rovnost: eln x = x.

A práv  pomocí této vlastnosti logaritm  m eme upravit funkci f(x)g(x) na tvar, s ním

si ji  poradíme. Dosa me nyní za hodnotu x celou funkci f(x)g(x) a dostáváme rovnost

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )xfxgxfxg eexfxh
xg lnln )( ⋅=== . Funkci g(x), která byla p vodn  exponentem, jsme

pomocí vlastností logaritm  p esunuli do sou inu s logaritmem funkce f(x)!

Krom  této vlastnosti logaritm  vyu ijeme také v ty o derivování slo ených funkcí

(viz. kapitola I.III.IV). Máme tedy funkci ( ) ( ) ( )xfxgexh ln⋅= , kterou je t eba derivovat.

Dostáváme ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







⋅⋅+⋅⋅=

′
=

′
=′ ⋅⋅ xf

xf
xgxfxgeexfxh xfxgxfxgxg ´1ln´lnln .

Proto e je ale funkce ( ) ( )xfxge ln⋅  rovna p vodní derivované funkci, m eme za ní zp t dosadit

a psát tak ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







⋅⋅+⋅⋅=

′
=′ xf

xf
xgxfxgxfxfxh xgxg ´1ln´ . Je-li interval

J ⊆ D(h), pak i v derivaci h´(x) musí být x ∈ J. A to je dal í deriva ní pravidlo, které je velmi

le ité!

I.III.VII které dal í deriva ní vzorce
Na za átek mám jednu velmi d le itou poznámku. P i výpo tu derivací je t eba v dy

ur ovat defini ní obory funkcí ve v ech krocích úprav v etn  kone ných výsledk !!! Význam
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této poznámky dolo ím na jednom vynikajícím p íkladu, který jsem p evzal ze skript

„Diferenciální po et I“ od autor  Jankovského a Pr chy, VUT, 1994. Jedná se o derivaci

funkce ( )π−= xyf 4cosln: . Z ejm  defini ním oborem této funkce budou v echna reálná

ísla x vyhovující podmínce cos 4x – π > 0. Taková reálná ísla ale neexistují tak e funkce f

není v oboru reálných ísel v bec definována! Prove me ale formální derivaci podle ji

odvozených pravidel a postup . M eme psát:

( )[ ] ( )
x

xx
x

x
4cos

4sin44sin4
4cos
14cosln

−
=−⋅

−
=′−

ππ
π . Tato na e formální derivace je ale

naproti tomu definována hned pro úpln  v echna reálná ísla!

Pomocí vztah  odvozených v p edcházející kapitole m eme definovat n kolik

dal ích deriva ních vzorc , které se adí mezi ty základní. V kapitole I.III.II jsme „nakousli“

derivaci této funkce f:  y  =  xn, D(f)  = R, n ∈ Z–. Podívejme se na ní trochu podrobn ji.

Exponent mocninné funkce f je záporné íslo. Polo me rovnost m  =  –n. íslo m je nyní

kladné a pomocí tohoto kroku dostáváme následující ení. Platí, e [ ]
′





=

′
m

n

x
x 1 , kde ale je

(jak jsem ji  nazna il) íslo m kladné a dostáváme tak vlastn  derivaci podílu dvou funkcí,

z nich  jedna je konstantní a druhá (ta ve jmenovateli) je xm s kladnou mocninou. M eme

tedy psát: 121
2

1

2

1101 −−−−
−−

⋅−=⋅−=
⋅

−=
⋅⋅−⋅

=
′





 mmm

m

m

m

mm

m xmxm
x

xm
x

xmx
x

. Dosadíme nyní

za –m z na í p vodní úvahy hodnotu n (podle po áte ního zavedení toti  platilo, e m = –n) a

dostáváme [ ] 11 −
− ⋅=

′
=

′





 nn

n xnx
x

. Vidíme, e tento deriva ní vzorec je stejný jako v p ípad

kladného exponentu! Tedy pro v echna n ∈ Z platí [ ] 1−⋅=
′ nn xnx .

Dal í dva deriva ní vzorce si odvodíme z p íkladu na procvi ení derivací. Jedná se

derivaci funkce tan x a cotg x.

Za neme tou první. Z ejm  platí, e
x
xx

cos
sintan =  a tak m eme psát, e

[ ]
′





=′

x
xx

cos
sintan  a m eme ji  bez problém  derivovat, proto e se nejedná o nic jiného, ne

o derivaci podílu dvou funkcí, jejich  jednotlivé derivace umíme ji  ur it. M eme tedy psát,
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e: ( )
xx

xx
x

xxxx
x
x

22

22

2 cos
1

cos
sincos

cos
sinsincoscos

cos
sin

=
+

=
−⋅−⋅

=
′





 . Tak e jsme odvodili

deriva ní vzorec pro derivaci funkce tangens, tedy [ ]
x

x 2cos
1tan =′ .

Podobn  odvodíme deriva ní vzorec pro funkci kotangens. Uv domme si, e

cotg x = tan–1 x a proto platí následující výpo et derivace a dal í úpravy:

xx
xx

x
xxxx

x
x

22

22

2 sin
1

sin
cossin

sin
coscossinsin

sin
cos −

=
−−

=
⋅−⋅−

=
′





 . Odvozený vzorec pro

derivaci funkce kotangens tedy je: [cotg x]´ =
x2sin

1
− .

Odvo me dal í, pom rn asto se vyskytující, deriva ní vzorec. Jedná se o derivaci

funkce xyf alog: = . Pro odvození pou ijeme op t derivace funkce k ní inverzní, její  tvar a

existence vychází z definice logaritm . Tedy xaxy y
a =⇔= log . Podle v ty o derivaci

inverzní funkce pak m eme psát: [ ]
[ ] [ ]

=
⋅

=
⋅

=′=′=′
⋅

⋅ aaaeea
x yay

ayy
a ln

1
ln

111log ln
ln

ax ln
1

⋅
= . Vyu ili jsme také aparátu logaritmického derivování a zp tného dosazení

z definice inverzní funkce k funkci logaritmické. Deriva ní vzorec má tedy tvar:

[ ]
ax

xa ln
1log

⋅
=′ , kde x pat í do kladných reálných ísel a a je z kladných reálných ísel

zných od jedné! Za hodnotu x je mo né dosazovat libovolnou jinou funkci f(x), její

defini ní obor je shodný s defini ním oborem logaritmu. Bude se pak jednat o derivaci podle

práv  odvozeného deriva ního pravidla ale p idá se je  derivace slo ené funkce! Speciálním

tvarem tohoto vzorce je derivace funkce f:  y  = log  x, tedy dekadického logaritmu. Dojdeme

k n mu tak, e za hodnotu základu logaritmu dosadíme íslo 10 a dále upravujeme:

[ ]
x

e

e
x

e
xxx

x
e

log

log
1
11

log
10log

11
10log

11
10ln

1log =⋅=⋅=⋅=
⋅

=′ . Pova ujme i tento vztah za

jeden z deriva ních vzorc !

 jsme si odvodili derivaci funkce arctg x. Podívejme se nyní na arccotg x. I zde

pou ijeme derivace funkce inverzní. Platí toti , e y = arccotg x práv  tehdy, kdy x = cotg y.

Tak e m eme psát: [arccotg x]´ = 1 / [cotg y]´. Derivujme nyní funkci cotg y, tedy

[cotg  y]´  =
y2sin

1
− .  Proto  platí,  e [arccotg x]´ = –sin2 y. Dále je t eba je  provést
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jednoduché úpravy a nakonec dosadit z inverzní funkce: [arccotg x]´ =

1
sin
cos

1

sin
sincos

1

sin
1
1sin

2

2

2

22

2

2

+
−=

+
−=−=−=

y
y

y
yy

y

y . Vzhledem k tomu, e zlomek

cos2 y / sin2 y = cotg2 y  =  x2 (po dosazení z inverzní funkce!), dosadíme místo n j práv

symbol x2 a tak dostáváme výsledek [arccotg x]´ = 21
1
x+

− . To je dal í deriva ní vzorec!

Srovnáme-li nyní derivaci funkce arctg x a arccotg x, m eme psát, e

[arctg x]´ = –[arccotg x]´.

Podobn  odvodíme nyní derivace funkcí arcsin x a arccos x. Za me první, platí, e

y = arcsin x práv  tehdy, kdy x  =  sin  y. M eme proto derivovat:

[ ]
[ ] 22 1

1
sin1
1

cos
1

sin

1arcsin
xyyy

x
−

=
−

==′=′ .

Stejn  odvodíme i derivaci druhé funkce, p em  platí y = arccos x práv  tehdy, kdy

x  =  cos  y. Proto m eme psát: [ ]
[ ] 22 1

1
cos1
1

sin
1

cos

1arccos
xyyy

x
−

−=
−

−=−=′=′ .

Srovnáme-li op t ob  derivace, zjistíme, e platí vztah: [arcsin x]´ = –[arcos x] .́

Odvodíme si dal í d le itý deriva ní vzorec. Je jím derivace [xx]´. Op t pou ijeme

logaritmického derivování a m eme psát: [xx]´= [ex ⋅ ln x]´= ex ⋅ ln x⋅ (ln x + 1) = xx⋅ (ln x + 1).

Je tedy [xx]´=  xx⋅ (ln x + 1) pro x ∈ R+, co  je zárove  dal í d le itý deriva ní vzorec.

Uv domme si, e pokud za prom nnou x dosadíme n jakou funkci f(x), pak dostáváme

derivaci funkce f(x)f(x), která se po ítá podle deriva ního pravidla pro funkci typu f(x)g(x)!

I.III.VIII ehled deriva ních vzorc  a pravidel
Pro p ehlednost uvedu v této kapitole vybrané deriva ní vzorce a d le itá deriva ní

pravidla i s podmínkami, za kterých platí (tím také splácím dluh z p edcházejících kapitol,

kde jsem je ob as – nutno dodat, e úmysln  – zanedbával, abych zajistil lep í itelnost

v n kterých p ípadech u  tak dost obtí ných pasá í). Odvození samo o sob  se m e zdát

nep ehledné a proto bude ú eln í tyto poznatky uspo ádat p ehledn  a uvést je v echny

v jedné kapitole. I p es to se v ak na jejich odvození tímto odvolávám. Je t eba ona odvození

velmi pe liv  nastudovat, nebo  nám ukazují pou ití uvád ných vzorc  a také jejich

vlastnosti! Pokud tedy student vynechal kapitoly I.III.II a I.III.VIII (jako  i  jiné!),  nech  se  k

nim nyní vrátí a nastuduje je.
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Funkce její derivace a podmínky za kterých platí

c 0 c ∈ R

x 1 x ∈ R

xn n ⋅ xn – 1 x ∈ R, n ∈ N

xn n ⋅ xn – 1 x ∈ R, n ∈ Z-

sin x cos x x ∈ R

cos x –sin x x ∈ R

ex ex x ∈ R

tan x
x2cos

1 x ∈ R – {k ⋅ π / 2}

cotg x
x2sin

1
− x ∈ R – {k ⋅ π}

arctg x 21
1
x+

x ∈ R

[arccotg x]´ 21
1
x+

− x ∈ R

[arcsin x]´
21

1
x−

x ∈ 〈–1; 1〉

[arccos x]´
21

1
x−

− x ∈ 〈–1; 1〉

ln  x
x
1 x ∈ (0; ∞)

xalog
ax ln

1
⋅

x ∈ (0; ∞), a ∈ R+ – {1}

xlog
x

elog x ∈ (0; ∞)

xx  xx⋅ (ln x + 1) x ∈ R+

Nyní si uvedeme, op t tabulkovým zp sobem, deriva ní pravidla, pomocí kterých

po ítáme derivace slo it ích funkcí.
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Základní deriva ní pravidla:

[f(x) + g(x)]´ = f´(x) + g´(x)

[f(x) – g(x)]´ = f´(x) – g´(x)

[c ⋅ f(x)]´ = c ⋅ f´(x) c ∈ R

[f(x) ⋅ g(x)]´ = f´(x) ⋅ g(x) + f(x) ⋅ g´(x)

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )xg

xgxfxgxf
xg
xf

2

´´ ⋅−⋅
=

′








 g(x) ≠ 0

Derivace slo ené funkce:

[z(x)]´ = [f(g(x))]´ = f´(y) ⋅ g´(x) funkce f(y) má vlastní derivaci

v bod y0 = f(x0) a funkce g(x) má

vlastní derivaci v bod x0

Derivace inverzní funkce:

( )[ ] ( )yf
xf

´
11 =

′− f´(y) ≠ 0, f(y) je funkce prostá

(tudí  ryze monotónní) a spojitá

Funkci f´(y) v prom nné y je t eba dal ími vhodnými úpravami p evést na funkci

argumentu x. Tyto úpravy vycházejí z definice zadané funkce a k ní funkce inverzní!!!

Logaritmické derivování:

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







⋅⋅+⋅⋅=

′
xf

xf
xgxfxgxfxf xgxg ´1ln´ f(x) > 0

le itým p edpokladem pro pou ití v ech deriva ních pravidel je, e existují v nich

uvád né derivace, a to jak funkcí zadaných, tak i k nim inverzních (pokud je pou ito pravidlo

derivace inverzní funkce).

I.III.IX N které v ty o derivacích, spojitost funkce, diferenciál funkce
Krom  znalostí deriva ních vzorc  a pravidel jsou nedílnou sou ástí také vlastnosti

derivací. Jejich znalost nám pomáhá ur it kdy a hlavn  jak pou ít matematického aparátu

derivace a  u  pro ist  matematické aplikace, tak i pro aplikace fyzikální i jiné.
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které vlastnosti vyplývají p ímo z definice derivace jako to jisté limity, jiné jsou

skryté a dostaneme se k nim po n kdy jednodu ích, jindy trochu slo it ích, úvahách. A

práv  t mto úvahám a vlastnostem derivací bude v nována tato kapitola.

Pojem derivace jsme si zavedli pomocí limity diferen ního podílu. ekli jsme, e

pokud tato limita existuje (a  u  vlastní nebo nevlastní), má daná funkce derivaci (op t vlastní

i nevlastní), která je rovna práv  oné limit . Víme u , e vy et ovaná funkce má limitu

v n jakém bod x0 práv  tehdy, kdy  má limitu zleva i limitu zprava v tomto bod  a tyto

limity se rovnají. Stejn  tak v p ípad  derivace. íkáme, e funkce f(x) má derivaci f´(x) = A

práv  tehdy, kdy  platí f´+(x) = f´–(x) = A. Jednodu e eno, má-li n jaká funkce f(x) derivaci

zprava i zleva a tyto derivace se rovnají, má také „oboustrannou“ derivaci, která je rovna

ob ma zmín ným derivacím. D kaz této v ty je shodný s d kazem podobné v ty pro limity

uvedeným v kapitole I.II.II, proto jej na tomto míst  nebudu uvád t.

le itým pojmem je spojitost funkce. Tu jsme u  definovali na základ  existence

limity zkoumané funkce v bod x0, která se rovnala p ímo funk ní hodnot  této funkce v bod

x0. Podívejme se nyní na spojitost funkce z hlediska derivací.

íkáme, e funkce f(x) je spojitá v bod x0 práv  tehdy, kdy  existuje v tomto bod  její

vlastní derivace f´(x). Toté  pro spojitost funkce zprava respektive zleva, jen s pou itím

vlastní derivace zprava respektive zleva.

kaz této v ty je jednoduchý. Pokud existuje vlastní derivace funkce f(x), tedy f´(x),

musí platit následující: ( ) ( )[ ] ( ) ( )
=⋅

−+
=−+

→→
h

h
xfhxfxfhxf

hh

00

0000
limlim

( ) ( ) ( ) 00limlim 00

00

0
=⋅′=⋅

−+
=

→→
xfh

h
xfhxf

hh
 a srovnáním levé a pravé strany této rovnosti

dostáváme rovnici: ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 0limlimlim 0000000
=−+=−+

→→→
xfhxfxfhxf

hhh
. Po vy et ení limity

men itele a pomocí jednoduché úpravy máme rovnost: ( ) ( )000
lim xfhxf
h

=+
→

. To znamená, e

funkce f(x) je spojitá. Analogicky pro spojitost funkce f(x) zprava a zleva.

Pokud existuje derivace funkce f´(x) v bod x0 a je nevlastní, funkce f(x) nemusí  být

v tomto bod  spojitá!

Podívejme se na p íklad. M jme funkci f: y = sgn(x) a máme zjistit spojitost této

funkce v bod x0 =  0. Funkce je definována pro v echna reálná ísla tak, e pro x  <  0 je

f(x) = –1, pro x  =  0 je f(x)  =  0 a  nakonec  pro x  >  0 je f(x)  =  1. Aby existovala derivace,

musela by existovat také limita
( ) ( )

h
xfhxf

h

00

0
lim

−+
→

. V p ípad , e vy et ujeme existenci
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derivace (a tedy limity) v bod x0, bude platit:
( ) ( ) ( ) ( )

=
−

=
−+

→→ h
fhf

h
xfhxf

hh

0limlim
0

00

0

hh hh

1lim01lim
00 →→

=
−

= . Uv domme si, e h  >  0 (nule  se  nerovná!),  tak e f(h) musí být rovno

jedné! Dále proto e je h  >  0, bude se h blí it k nule v dy zprava a proto bude hodnota

jmenovatele zlomku v dy kladná, i kdy  velmi blízka nule. Bude tedy platit, e +∞=
→ hh

1lim
0

.

To ale znamená, e derivace funkce f: y = sgn(x) v bod x0 =  0 existuje  a  je  nevlastní,  tedy

f´(x) = +∞. A koliv derivace funkce sgn(x) existuje (nyní jsme její existenci dokázali) funkce

není v bod x0 = 0 spojitá, a to dokonce ani zprava ani zleva!

Dal ím d le itým pojmem je diferenciál funkce. Podívejme se nyní na obrázek

I.III.IX.a, který nám velmi názorn  ukazuje geometrický význam pojmu diferenciál funkce.

Z obrázku pak vyvodíme matematickou definici (postup není zcela exaktní, ale je velmi

názorný).

edn  musíme mít definovanou

jakou funkci f: y = f(x) a  dále  pevn

zvolený bod x0. Z ejm  bude platit, e

pokud se z bodu x0 hneme do  bodu x0 +  h,

pak m eme p ír stek funk ní hodnoty

vyjád it rozdílem f(x0 +  h)  –  f(x0). Otázka

zní, zda je tento p ír stek funkce v bod x0

ibli  p ímo úm rný práv  hodnot  p ír stku argumentu h (tj.  zda  je  hodnota q –  viz.

obrázek I.III.IX.a – natolik malá, e ji m eme zanedbat, tedy, e je limitn  blízka nule).

Samoz ejm  p edpokládáme, e |h| nabývá velmi malých hodnot. Tato my lenka nás vede

k tomu, vyjád it hodnotu f(x0 +  h) jako funkci p ír stku argumentu h. Z geometrie je z eteln

vid t, e bude platit:

f(x0 + h) = f(x0) + h ⋅ f´(x)|
0xx=
 + q

Tak e pokud existuje íslo f´(x)|
0xx=
 takové, e vyhovuje dané rovnosti, p em  se hodnota

q bude limitn  blí it nule pro h → 0, pak výraz h ⋅ f´(x)|
0xx=
 nazveme diferenciálem funkce

f(x) v bod x0.

Geometrický význam diferenciálu funkce je z ejmý. Pro velmi malé hodnoty p ír stku

argumentu h m eme p ír stek funk ní hodnoty v bod x0 napsat jako funkci prom nné h

s chybou q, která je ale mnohem men í ne  absolutní hodnota p ír stku argumentu h!!!

x0 x0 + h
ϕ

h
h ⋅ tg ϕ = h ⋅ f´(x)|

0xx=

f(x0)

q

Obrázek I.III.IX.a

f(x0 + h)
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Pro p iblí ení spo teme p íklad. Ur ete hodnotu funkce f:  y  = 3x  pro x = 4,025. Je

vid t, e x = 4 + 0,025, kde v na em zna ení bude x0 = 4 a h = 0,025. Derivujme funkci f(x) a

máme f´(x)  =  3⋅ x2. M eme tedy s pou itím diferenciálu psát: x3 =  x0
3 +  f´(x0) ⋅  h  =

= 43 + 3 ⋅ 42 ⋅ 0,025 = 64 + 48 ⋅ 0,025 = 64 + 1,2 = 65,2. Ov me nyní pomocí kalkulátoru

esnost výpo tu a dostáváme: (4,025)3 = 66,208. Rozdíl mezi správnou hodnotou a námi

vypo tenou pomocí diferenciálu je v absolutní hodnot 0,008, je tedy cca t etinový oproti

ír stku argumentu h!!!

I.III.X V ta o st ední hodnot
ta o st ední hodnot  je z hlediska derivací velmi d le itá. Proto jí v nujeme jednu

celou kapitolu. V n kterých literaturách se také m eme setkat s jiným názvem, toti  s v tou

o p ír stku funkce respektive s v tou Lagrangeovou. Tato v ta spole  s v tami Rolleovou a

Cauchyovou mají zásadní význam!!! Dále v kapitole jej uká i. Polo me nejprve v tu

Rolleovu, tu pak zobecníme do v ty o st ední hodnot  a jejím zobecn ním dostaneme v tu

Cauchyovu.

Podívejme se na funkce f:  y  =  a1x2 +  a2x  +  a3, a1 <  0 a g:  y  = |x  + b1| + b2, kde

b1,  b2 <  0. Grafy t chto funkcí jsou na obrázcích I.III.X.a a I.III.X.b. Ob  funkce mají tu

vlastnost, e krajní body a, b le í na ose x a tak f(a) = g(a) = f(b) = g(b) = 0. Navíc jsou ob

na intervalu 〈a;  b〉 spojité, co  je velmi d le itý p edpoklad!!!

imn me si nejprve funkce f(x). Ur it  bude na  intervalu (a; b)

existovat n jaký bod c, pro který bude platit, e f´(c) = 0, tedy, e

derivace funkce f(x) bude nulová. Kdyby funkce f(x) m la  na

intervalu (a; b) více lokálních extrém  (maxim respektive minim)

existovalo by bod c s touto vlastností n kolik. M eme tedy íci,

e pokud existuje interval 〈a;  b〉 na n  je funkce f(x) spojitá

takový, e f(a) = f(b) = 0, potom existuje alespo  jeden bod c

s tou vlastností, e c ∈ (a; b) a zárove f´(c) = 0.

Podívejme se na funkci g(x). Na intervalu 〈a; b〉 je také

spojitá a podle na ich p edpoklad  by tedy n kde na otev eném

intervalu (a; b) m l existovat alespo  jeden bod c takový,  e

g´(c)  = 0. Mohlo by se zdát, e tímto bodem je c = [–b1;  b2].

Tak e otázka zní, existuje v bod c = [–b1; b2] derivace funkce

g(x)?

a bc

f(x)

Obrázek I.III.X.a

a b
c = –b1

g(x)

Obrázek I.III.X.b

b2
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Odpov  je nasnad . Aby m la funkce g(x) v bod c derivaci, musí mít v tomto bod

derivaci zprava i zleva a navíc se tyto derivace musejí rovnat. Derivace funkce g(x) v bod c

zprava je rovna 1. Derivace funkce g(x) v bod c zleva je v ak rovna –1. Ta ale znamená, e

se jednostranné derivace v bod c sob  nerovnají a proto funkce g(x) v bod c nemá

derivaci!!! A to a koliv byly spln ny v echny a  do te  definované podmínky. Jedná se toti

o podmínky nutné, nikoliv v ak posta ující.

Je t eba dodefinovat je  jednu podmínku, toti , e zkoumaná funkce bude mít na

otev eném intervalu (a; b) derivaci. Rolleova v ta proto musí znít: m jme funkci f(x), která je

spojitá na uzav eném intervalu 〈a;  b〉, p em  platí rovnosti f(a)  =  f(b)  =  0. Dále nech

existují derivace f´(x) na celém otev eném intervalu (a; b)! Potom existuje bod c ∈ (a; b)

takový, e f´(c) = 0.

kaz této v ty je velmi jednoduchý. Z geometrie problému je z ejmé, e mohou

nastat tyto t i p ípady: jednak existuje alespo  jeden bod x1 z uzav eného intervalu 〈a;  b〉

takový, e f(x1)  >  0, zadruhé existuje alespo  jeden bod x2 z uzav eného intervalu 〈a;  b〉

takový, e f(x2)  < 0 a kone  zat etí je to situaci, kdy nenastane ani první ani druhý p ípad,

tedy kdy je má funkce f(x) na celém uzav eném intervalu funk ní hodnoty nulové, tj. f(x) = 0

pro v echny x ∈ 〈a; b〉.

Podívejme se na první mo nost. Podle Rolleovy v ty musí na intervalu 〈a; b〉 existovat

bod c takový, e f(x) ≤ f(c) pro v echna x ∈ 〈a; b〉, tedy i pro x1. A proto e je f(a) = f(b) = 0,

musí být c ≠ a,  b a budou platit tyto nerovnosti: a < c < b. Rolleova v ta dále p edpokládá

existenci derivace ve v ech bodech otev eného intervalu (a; b), tak e bude také existovat

derivace funkce f(x) v bod c, f´(c). Kdyby byla f´(c)  >  0, byla by funkce f(x) v bod c

rostoucí a proto by existovalo v intervalu (c; b) n jaké íslo x takové, e f(x)  > f(c).  To  ale

není p ímo z p edpoklad  Rolleovy v ty mo né!!! Kdyby byla f´(c)  <  0, byla by funkce f(x)

v bod c klesající a na intervalu (a; c) by existovalo n jaké íslo x takové, e f(x) > f(c), co

op t není podle p edpoklad  mo né!!! Tak e shrneme-li v e, derivace f´(c) existuje, není v ak

ani kladná ani záporná, musí být proto f´(c) = 0.

Za druhé, vezm me funkci –f(x). Je jist  spojitá na 〈a; b〉 a má také derivaci v ka dém

vnit ním bod  tohoto intervalu. Navíc platí –f(a) = –f(b) = 0 a zárove  je –f(x2)  >  0.

Vzhledem k prvnímu p ípadu tedy existuje bod c ∈ (a; b) takový, e –f´(c) = 0  a tedy také

f´(c) = 0.

etí p ípad není t eba dokazovat, proto e f´(x)  =  0 pro  ka dý  bod  intervalu

otev eného (a; b). Tím je d kaz Rolleovy v ty hotov.
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Pokud vynecháme rovnost f(a)  =  f(b)  =  0, tedy p ipustíme také, e m e nastat

situace, kdy f(a) ≠ f(b) ≠ 0, dostáváme v tu o st ední hodnot  (viz. obrázek I.III.X.c). V ta o

st ední hodnot  nám íká, e pokud je n jaká funkce f(x) na uzav eném intervalu 〈a; b〉 spojitá

a existuje-li derivace funkce f(x) ve v ech vnit ních

bodech otev eného intervalu (a; b), potom existuje

alespo  jeden bod c ∈ (a; b) takový, e

( ) ( ) ( )
ab

afbfcf
−
−

=′ . Co to vlastn  znamená?

Podíl ( ) ( )
ab

afbf
−
−  je vlastn  sm rnice p ímky s,

která prochází body A a B a íslo f´(c) je sm rnice te ny t

sestrojená v bod C.  Geometricky  nám  tedy  v ta  o  st ední  hodnot íká,  e  na  oblouku AB

grafu funkce f(x) existuje alespo  jeden bod C s  tou  vlastností,  e  te na  v  n m  sestrojená  je

rovnob ná s p ímkou procházející krajními body A a B uva ovaného oblouku.

Provedeme je  jedno zobecn ní na v tu Cauchyovu. Tato v ta se týká dvou funkcí

f(x) a g(x) a  tvrdí:  m jme  dv  funkce f(x) a g(x), ob  spojité na uzav eném intervalu 〈a;  b〉,

em  funkce f(x) má na celém otev eném intervalu (a; b) vlastní nebo nevlastní derivaci a

funkci g(x) má na tomto intervalu vlastní derivaci ne rovnu nule. Potom existuje na otev eném

intervalu (a; b) bod c takový, e ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )cg
cf

agbg
afbf

′
′

=
−
− . V p ípad , e se funkce g(x) = x a tedy

g´(x) = 1 dostáváme v tu o st ední hodnot !

Tato v ta v podstat íká, e na otev eném intervalu (a, b) existuje bod c s tou

vlastností, e derivace v n m spo tené jsou ve stejném pom ru jako p ír stky funk ních

hodnot funkcí f(x) a g(x) v krajních bodech intervalu 〈a; b〉.

Jedním z hlavních d sledk  v ty o st ední hodnot  je ten, e funkci f(x), která má

derivaci v ka dém bod  otev eného intervalu (a; b), nazveme konstantní práv  tehdy, kdy

platí f´(x) = 0 pro ka dý bod x ∈ (a; b).

I.III.XI Derivace druhého a vy ích ád
Derivace tak, jak jsme si pojem nadefinovali a nau ili se s ním pracovat

v p edcházejících kapitolách, je derivace prvního ádu. Místo derivace prvního ádu se ale

pou ívá ozna ení derivace. Derivace zna íme r znými zp soby, nap íklad f´(x),
dx
dy , ( )

dx
xdf ,

atd.

a bc
f(a) f(b)

f(b) – f(a)

f(x)

A

B

C

Obrázek I.III.X.c

t
s
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Derivace f´(x) je obecn  zase funkcí prom nné x s defini ním oborem v ech x, pro

které existuje vlastní derivace f´(x). Derivaci funkce f´(x) nazýváme druhou derivací funkce

f(x) nebo také derivací funkce f(x) druhého ádu a zapisujeme ji f″(x) p ípadn ( )
2

2

dx
xfd , 2

2

dx
yd

nebo  jen  y″. Derivaci funkce f″(x) nazýváme t etí derivací funkce f(x) nebo také derivací

funkce f(x) t etího ádu a pí eme f″′(x) p ípadn ( )
3

3

dx
xfd , 3

3

dx
yd  nebo  y″′. M eme takto

pokra ovat dále a obecn íkáme, e derivací (n – 1)-ní derivace funkce f(x) je n-tá derivace

funkce f(x), nebo také derivace funkce f(x) n-tého ádu. Tuto derivaci zapisujeme symboly

f(n)(x), y(n), ( )
n

n

dx
xfd , n

n

dx
yd . Závorky v prvních dvou mo ných zápisech n-té derivace funkce

f(x) jsou odli ení od mocniny!!!

 Jak to bude vypadat, kdy  ud láme m-tou derivaci z n-derivace funkce f(x)? Tedy jak

vyjád íme [f(n)(x)](m)? Je z ejm  [f(n)(x)](m) = f(n + m)(x).

le itým faktem je, e pokud existuje íslo f(n)(x0) znamená to, e existuje derivace

funkce f(n – 1)(x). To znamená, e funkce f(n – 1)(x) je definována na celém prstencovém okolí

bodu x0 a krom  této funkce jsou na tomto okolí definovány funkce f(n – 2)(x), f(n – 3)(x),

f(n – 4)(x), …, f´(x) a nakonec i f(x)!!!

K derivacím vy ích ád  se vá e také Leibnitzova formule. Mají-li funkce u a

v derivace v bod  x0 a  do  n-tého  ádu,  potom  je  v  tomto  bod  n-tá  derivace  jejich  sou inu

rovna: ( )( ) ( ) ( )∑
=

−








=⋅

n

k

knkn vu
k
n

vu
0

.

I.IV ení pr  funkcí jedné prom nné

Tak, jako jsme se v kapitolách v novaných limitám práv  pomocí limit sna ili popsat

pr hy funkcí, tak se toté  budeme sna it s pou itím derivací. A práv  spojení derivací a

limit p edstavuje ohrom  silný nástroj funkcionální analýzy a dovoluje nám odhadnout

s dostate nou p esností práv  pr hy funkcí a na rtnout jejich grafy.

I.IV.I Monotónnost funkcí
V kapitolách v novaných funkcím na za átku t chto skript jsme definovali

monotónnost funkcí na základ  funk ních hodnot bu  v celém defini ním oboru a nebo na

jakém intervalu, který pat il do defini ního oboru zkoumané funkce. Rozli ili jsme si

funkce monotónní, ryze monotónní a nemonotónní, p em  byla-li funkce ryze monotónní,
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byla také monotónní. Opa  to v ak neplatí! Zavedli jsme si také pojem monotónnosti

v celém defini ním oboru zkoumané funkce a monotónnosti na n jakém intervalu. A nyní se

na tyto vlastnosti podíváme z pohledu derivací.

Aby zkoumaná funkce byla funkcí ryze monotónní, musí být bu  rostoucí a nebo

klesající. Podívejme se nyní na funkci rostoucí (viz. obrázek I.IV.I.a). Úhel ϕ, který svírá

te na ke grafu funkce f(x) s kladnou osou x, se samoz ejm  m ní. P jdeme-li se z bodu x0

sm rem k x1 (tj.  doprava  ve  sm ru  kladné  osy x), bude se velikost úhlu ϕ zv ovat. Nikdy

ak nedosáhne hodnoty 90°, bude v dy men í (kdyby dosáhla, nejednalo by se ji  z pohledu

matematiky o funkci)!!!

jdeme-li z bodu x0 sm rem k bodu x2 (tj.  doleva  ve  sm ru  záporné  osy x),  bude  se

velikost úhlu ϕ postupn  zmen ovat a  na hodnotu 0° (tam se prozatím zastavíme). Bod,

v n  je velikost úhlu ϕ rovna 0°, v úvahu zatím brát nebudeme a v nujeme mu celou

kapitolu I.IV.II.

Z tohoto rozboru je patrné, e v p ípad  rostoucí funkce je úhel ϕ, který svírá te na ke

grafu zadané funkce v dy v otev eném intervalu (0°; 90°), tedy, nalézá se v dy v I. kvadrantu.

Jeho tangenta bude tedy v dy kladná!!!

Geometrický význam derivace je jasný. Ve své

íselné podob  se jedná o tangentu úhlu, který

svírá te na ke grafu zkoumané funkce se sm rem

kladné osy x. Tak e pro rostoucí funkci f(x) musí

platit následující vztah: f´(x) > 0.

To také vyplývá z v ty o st ední hodnot .

Ta íká, e je-li funkce f(x) spojitá na n jakém

intervalu (a; b), samoz ejm a  <  b, pak existuje bod c ∈ (a; b), pro který platí:

( ) ( ) ( )
ab

afbfcf
−
−

=′ . V p ípad  rostoucí funkce ale funk ní hodnoty s rostoucím argumentem

také rostou a tak výraz v itateli zlomku je jist  kladný (kladné znaménko rozdílu b – a ve

jmenovateli zlomku se p edpokládá p edem!!!). To znamená, e pro ka dý bod c ∈ (a; b) je

f´(c)  >  0 a na intervalu (a; b) m eme psát f´(x)  >  0. Roz íme-li interval (a; b) na celý

defini ní obor zkoumané funkce f(x), dostáváme nutnou (a posta ující) podmínku k tomu, aby

byla daná funkce rostoucí na celém svém defini ním oboru.

Podobnými úvahami dosp jeme k podmínce pro klesající funkci

(viz. obrázek I.IV.I.b). Úhel ϕ, který svírá te na ke grafu funkce f(x) s kladnou osou x, se

x0 x1

ϕ1

Obrázek I.IV.I.a

f(x1)

f(x0)

x2

f(x2)

t1

t0

t2

ϕ2 ϕ0

f(x)

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38


samoz ejm  op t m ní. I zde bude platit, e pokud se hneme z bodu x0 sm rem  k x1 (tj.

doprava ve sm ru kladné osy x), bude se velikost úhlu ϕ zv ovat a to a  na hodnotu 180°.

I nyní bod, v n  je velikost úhlu ϕ rovna 180°, v úvahu brát nebudeme a v nujeme mu

celou kapitolu I.IV.II. Z hlediska pr hu funkcí má tento bod stejný význam jako bod,

v n  je velikost úhlu ϕ rovna 0°.

jdeme-li z bodu x0 sm rem k bodu x2 (tj.  doleva  ve  sm ru  záporné  osy x),  bude  se

velikost úhlu ϕ postupn  zmen ovat a  na hodnotu 90°. Ani zde hodnoty 90° velikost úhlu ϕ

nedosáhne, bude ale v dy v í (kdyby dosáhla,

nejednalo by se op t z pohledu matematiky o

funkci)!!!

Z tohoto rozboru je patrné, e v p ípad

klesající funkce je úhel ϕ, který svírá te na ke

grafu zadané funkce v dy v otev eném intervalu

(90°; 180°), tedy, nalézá se v dy ve II. kvadrantu.

Jeho tangenta bude tedy v dy záporná!!! Tak e

pro klesající funkci f(x) musí platit následující vztah: f´(x) < 0. Podívejme se na  v tu o st ední

hodnot . Je  jedno si ji stru  zopakujeme. íká, e je-li funkce f(x) spojitá na n jakém

intervalu (a; b), samoz ejm a  <  b, pak existuje bod c ∈ (a; b), pro který platí:

( ) ( ) ( )
ab

afbfcf
−
−

=′ . V p ípad  klesající funkce ale funk ní hodnoty s rostoucím argumentem

klesají a tak výraz v itateli zlomku bude záporný (p em  kladné znaménko rozdílu b – a ve

jmenovateli zlomku se p edpokládá p edem!!!). To znamená, e pro ka dý bod c ∈ (a; b) je

f´(c) < 0 a na intervalu (a; b) m eme psát f´(x) < 0. Roz íme-li op t interval (a; b) na celý

defini ní obor zkoumané funkce f(x), dostáváme nutnou (a také posta ující) podmínku

k tomu, aby byla daná funkce klesající na celém svém defini ním oboru.

Pokud celý defini ní obor nahradíme n jakým libovolným intervale I ⊂ Df a  na tomto

intervalu je spln na podmínka pro rostoucí respektive klesající funkci, íkáme, e daná funkce

je rostoucí respektive klesající na intervalu I.

A jak je to s funkcemi nerostoucími i neklesajícími? Zcela analogické. Pro nerostoucí

funkci musí platit, e f´(x) ≤ 0 a pro neklesající funkci pak f´(x) ≥ 0. Student si jist  sám

v rámci procvi ování vymodeluje odpovídající situace podobn  jako jsou uvedeny na

obrázcích I.IV.I.a a I.IV.I.b pro rostoucí a klesající funkce. Pokud zde celý defini ní obor

nahradíme libovolným intervale I ⊂ Df a  na  tomto  intervalu  je  spln na  podmínka  pro

x0 x1

ϕ1

Obrázek I.IV.I.b

f(x1)
f(x0)

x2

f(x2)
t1

t0

t2

ϕ2 ϕ0

f(x)
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nerostoucí respektive neklesající funkci, íkáme, e daná funkce je nerostoucí respektive

neklesající na intervalu I.

kaz t chto ty  v t o monotónnosti funkce vychází p ímo z v ty o st ední hodnot

i sledování znamének zlomku definujícího onu derivaci funkce v bod c a z definic rostoucí,

klesající, nerostoucí a neklesající funkce, které jsou uvedeny v kapitole I.I.II.

Podívejme se na p íklad. Vy et eme monotónnost funkce
x

xyf
2ln: = . Defini ní

obor funkce je Df = (0; +∞).

Vypo ítejme nyní první derivaci: 2

2

2

2
2 lnln2ln1ln2ln

x
xx

x

xx
x

x

x
x −

=
−⋅⋅

=
′









. Tak

nap íklad v bod x = 0,5 je f´(0,5) ≅ –1,867. V tomto bod  je zkoumaná funkce klesající. Pro

x = 1,5 je f´(1,5) ≅ 0,647 a proto je v tomto bod  zkoumaná funkce rostoucí. Abychom

popsali co nejlépe pr h n jaké funkce, je t eba zjistit nejen n které body z jejího

defini ního oboru, v nich  je daná funkce rostoucí i klesající, ale také intervaly, ve kterých

má tato funkce zkoumané vlastnosti.

Aby zkoumaná funkce byla rostoucí, musí platit: f´(x)  >  0. ením nerovnice

0lnln2
2

2

>
−
x

xx  tak dostaneme intervaly, ve kterých je daná funkce rostoucí. Z ejm  bude x2

dy kladné, tak e aby celá derivace byla kladná, musí být kladný i itatel zlomku ve výrazu

derivace. Tak e m eme nerovnici upravit na tvar 0lnln2 2 >− xx . Vynásobíme-li nerovnici

–1, pak dostáváme: 0ln2ln 2 <− xx .

Zavedeme substituci t = ln x a po úprav  dostáváme t ⋅ (t – 2) < 0. To je ale oby ejná

kvadratické nerovnice s eními t1 = 0 a t2 = 2. Grafem kvadratické funkce je parabola, která

je v tomto p ípad  otev ená ve sm ru kladné osy y (tj. nahoru). Funk ní hodnoty grafu

kvadratické funkce, které jsou pod osou x, se nachází práv  v intervalu (0; 2) na ose x. Po

dosazení zpátky do zavedené substituce dostáváme interval, ve kterém je zkoumaná funkce

rostoucí. A to interval (1; e2).

Vy et eme interval, na kterém je funkce f(x) klesající. Musí být spln na následující

podmínka: f´(x)  <  0. Tak e ením nerovnice 0lnln2
2

2

<
−
x

xx  dostaneme intervaly, ve

kterých je daná funkce klesající. Op t bude x2 v dy kladné, tak e aby celá derivace byla

záporná, musí být záporný i itatel zlomku ve výrazu derivace. Tak e m eme nerovnici
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upravit na tvar 0lnln2 2 <− xx . Vynásobíme-li nerovnici –1, pak dostáváme:

0ln2ln 2 >− xx .

I nyní zavedeme substituci t = ln x a po úprav  dostáváme t ⋅ (t – 2) > 0. eními této

kvadratické nerovnice jsou t1 =  0 a t2 =  2. Funk ní hodnoty grafu kvadratické funkce, které

jsou nad osou x, se nachází práv  v intervalu (–∞; 0) ∪ (2; +∞) na ose x. Po dosazení zpátky

do zavedené substituce dostáváme interval, ve kterém je zkoumaná funkce klesající, to jest

interval (0; 1) ∪ (e2; +∞).

Z t chto informací m eme ji , i kdy  velmi zhruba, odhadnout pr h grafu zadané

funkce. Krom  toho m eme bez problém  ur it funk ní hodnoty zkoumané funkce

v krajních bodech interval  monotónnosti (vyjma bod x  =  0 a x  =  +∞!!!). Není nic

obtí ného ur it, e f(1)  =  0 a f(e2) ≅ 0,368. Abychom zjistili, jak se chová zadaná funkce

v pravém okolí po átku a v okolí +∞,  je  t eba  vzít  do  hry  limity.  Tedy  vy et it  postupn

limity
x

x
x

2

0

lnlim
+→

 a
x

x
x

2lnlim
+∞→

.

Podívejme se nejprve na první uvedenou limitu. Po dosazení

x  =  0 dostáváme neur itý výraz. Bude ale jmenovatel v dy kladným, nekone  malým, ale

nenulovým íslem. itatel bude také v dy kladným íslem (figuruje zde kvadrát), ale

tentokrát nekone  velkým.

Proto m eme psát +∞=
+→ x

x
x

2

0

lnlim .

Druhá limita je také neur itým výrazem,

tentokrát typu ∞ / ∞. S výhodou vyu ijeme

l´Hospitalova pravidla a m eme psát:

02lim
1

12
limln2lim

1

1ln2
limlnlim

2

==
⋅

==
⋅

=
+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→ x

x
x

xx
x

x
x

xxxxx
. Nyní je mo né graf

zkoumané funkce pom rn  p esn  vystihnout. Jeho pr h je na rtnut na obrázku I.IV.I.c.

ipky samoz ejm  neznamenají p esný pr h grafu zadané funkce. Jedná se o znázorn ní

trend , které graf ve vypo tených intervalech monotónnosti má!!!

I.IV.II Extrémy funkcí
Dal í informací, která nám pom e odhadnout graf n jaké funkce, je výskyt bod ,

v nich  tato funkce nabývá svých maximálních respektive minimálních hodnot. T mto bod m

1 e2

Obrázek I.IV.I.c

0,368
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íkáme extrémy funkce. Podrobn  jsme se extremálními hodnotami funkcí zabývali v kapitole

I.I.V. Nyní si uká eme derivaci jako vhodný nástroj k jejich zji ování.

Víme, e extrémy funkcí rozd lujeme podle jejich p sobnosti na lokální a globální a

podle velikosti funk ních hodnot jich  funkce v daných bodech dosahuje pak na maxima a

minima. Nejprve se omezíme na n jaký interval I ⊂ Df libovolné funkce a budeme se tak

zabývat extrémy lokálními. V dal í ásti této kapitoly dojde ke zobecn ní a p ejdeme

k extrém m globálním.

Za neme lokálním maximem. Jedná se o bod, v n  daná funkce v ur itém intervalu

I ⊂ Df (pozor, p ipomínám, e interval I musí být oboustrann  otev ený!!!) dosahuje své

nejv í funk ní hodnoty (viz. obrázek I.IV.II.a). Je z ejmé, e te na sestrojená ke grafu

zkoumané funkce v bod x0, ve kterém má tato funkce lokální maximum, bude rovnob ná

s osou x kartézské soustavy sou adnic (Oxy). Bude s ní tedy svírat úhel o velikosti 0°. Musí

proto být spln na tato rovnost: f´(x0) = 0 pro n jaký bod x0 ∈ I. Pokud najdeme bod, pro který

je práv  uvedená rovnost spln na, víme, e v n m má tato funkce extremální hodnotu, ale

stále je  nem eme jednozna íci, zda se jedná o maximum i minimum. Ov em,

le itým p edpokladem je, e funkce f(x) má derivaci f´(x) ve v ech vnit ních bodech

otev eného intervalu I!!!

Obecn  je ale derivace f´(x) op t funkcí. Její

funk ní hodnoty vystihují rostoucí respektive

klesající trend funkce f(x). To znamená, e

v bodech, kdy je funkce f(x) klesající, jsou funk ní

hodnoty její derivace f´(x) záporné a v bodech, kdy

je funkce f(x) rostoucí, dosahuje její derivace f´(x)

kladných funk ních hodnot. V lokáních extrémech

funkce f(x) protíná její derivace f´(x) osu x. Tento odstavec bude bezezbytku platit i tehdy,

nahradíme-li symbol f(x) symbolem f´(x) a symbol f´(x) symbolem f″(x) a to za p edpokladu

existence druhé derivace f″(x) zadané funkce f(x) na intervalu I.

Na P–(x0) je funkce f(x) rostoucí. Její derivace bude proto kladná. Naproti tomu na

P+(x0) je funkce f(x) klesající a proto bude její derivace záporná. Na celém P(x0) jsou ale

funk ní hodnoty f(x) v dy men í (jedná se o pokles funk ních hodnot!!!) ne  je funk ní

hodnota f(x0) a  proto  bude  mít  na P(x0) první derivace f´(x) funkce f(x) klesající trend. Bude

proto jist  platit, e f″(x0) < 0 (viz. intervaly monotónnosti)!!!

( )
a bx0

t0

f(x)

f´(x)
f(x0)

Obrázek I.IV.II.a
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Zopakujme tedy podmínky pro existenci lokálního maxima. Aby n jaká funkce f(x)

la v bod x0 ∈ I ⊂ Df lokální maximum, musí platit, e: jednak existují f´(x) a f″(x) na

celém intervalu I, zadruhé f´(x0) = 0 a zat etí f″(x0) < 0.

Podívejme se, jak to vypadá s lokálním

minimem. Je to bod, v n  daná funkce na ur itém

intervalu I ⊂ Df (op t p ipomínám, e interval I musí

být oboustrann  otev ený!!!) dosahuje své nejmen í

funk ní hodnoty (viz. obrázek I.IV.II.b). Je z ejmé,

e i zde bude te na sestrojená ke grafu zkoumané

funkce v bod x0, ve kterém má tato funkce lokální

minimum, rovnob ná s osou x kartézské soustavy

sou adnic (Oxy).  Bude  s  ní  svírat  úhel  o  velikosti 0°.  Musí  proto  být  spln na  stejná  rovnost,

jako v p ípad  lokálního maxima, toti : f´(x0)  =  0 pro n jaký bod

x0 ∈ I. Pokud najdeme bod, pro který je práv  uvedená rovnost spln na, op t víme jen to, e

v n m má tato funkce extremální hodnotu. Stále v ak nem eme jednozna íci, zda se

jedná o maximum i minimum. D le itým p edpokladem je, e funkce f(x) má derivaci f´(x)

ve v ech vnit ních bodech otev eného intervalu I!!!

Na P–(x0) je funkce f(x) klesající. Její derivace bude proto záporná. Naproti tomu na

P+(x0) je funkce f(x) rostoucí a proto bude její derivace kladná. Na celém P(x0) jsou ale

funk ní hodnoty f(x) v dy  v í  (jedná  se  o  r st  funk ních  hodnot!!!)  ne  je  funk ní  hodnota

f(x0) a proto bude mít na P(x0) první derivace f´(x) funkce f(x) rostoucí trend. Bude proto jist

platit, e f″(x0) > 0 (viz. intervaly monotónnosti)!!!

Podmínky pro existenci lokálního minima jsou tedy tyto: jednak existují f´(x) a f″(x) na

celém intervalu I, zadruhé f´(x0) = 0 a zat etí f″(x0) > 0.

Pokud v p edcházejících odstavcích nahradíme interval I ⊂ Df celým defini ním

oborem Df zkoumané funkce f(x), pak dostáváme definici globálních extrém  funkce f(x), tedy

lokálního maxima a lokálního minima. Podmínky pro existenci globálních extrém  jsou jinak

úpln  stejné jako v p ípad  jejich lokálních podob. D le itým p edpokladem samoz ejm

stává existence f´(x) a f″(x0), tentokrát v ak na celém defini ním oboru funkce f(x)!!!

kaz v t o lokálních a globálních extrémech vychází z v ty o st ední hodnot . Ta

tvrdí, e pokud je n jaká funkce f(x) na uzav eném intervalu 〈a;  b〉 spojitá a existuje-li na

otev eném intervalu (a; b) její derivace f´(x),  pak  existuje  bod c ∈ (a; b) takový, e f´(c) je

rovna sm rnici se ny grafu funkce f(x) definované práv  body a a b. Pokud tedy zvolíme

( )
a bx0

t0

f(x)

f´(x)

f(x0)

Obrázek I.IV.II.b
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body a a b tak, e f(a) = f(b) (obdoba Rolleovy v ty), pak bude existovat bod c ∈ (a; b)

takový, e ( ) ( ) ( ) 00´ =
−

=
−
−

=
abab

afbfcf . V  bod c pak bude mít daná funkce f(x) lokální i

globální extrém. D le itým p edpokladem je, e interval 〈a;  b〉 je podmno inou defini ního

oboru funkce f(x). Tím je v podstat  d kaz po formální stránce hotov.

Jako p íkladu vyu ijeme ji  jednou vy et ovanou funkci
x

xyf
2ln: = .

V p edcházející kapitole jsme ur ovali intervaly monotónnosti a p ibli ný pr h grafu této

funkce je na obrázku I.IV.I.c. nyní se na tuto funkci podíváme z hlediska vy et ování extrém .

Vypo teme první i druhou derivaci funkce f(x): 2

22 lnln2ln
x

xx
x

x −
=

′









 (ji  máme

výsledek z p edcházející kapitoly) a =
′








 −
=

″









2

22 lnln2ln
x

xx
x

x

( )
3

2

4

22

2ln6ln2
2lnln2ln22

x
xx

x

xxxxx
xx +−

=
⋅−−⋅






 −

= .

V bodech, ve kterých je f´(x) = 0 bude mít funkce f(x) extrémy. Je t eba vy it rovnici

f´(x)  =  0, tj. 0lnln2
2

2

=
−
x

xx . Vynásobením celé rovnice hodnotou –x2 a po zavedení

substituce t  = ln x dostáváme kvadratickou rovnici: 022 =− tt . Jejími eními jsou t1 = 0 a

t2 = 2. Po zp tném dosazení do substituce je x1 = 1 a x2 = e2. V t chto bodech má vy et ovaná

funkce extremální hodnoty. Dosazením do druhé derivace získáváme f″(x1)  =   f″(1)  =  2 a

f″(x2) = f″(e2) = 6

2
e

− . V bod x1 = 1 je

f´(x1) = 0 a f″(x1) > 0 proto má v tomto

bod  funkce f(x) minimum. V bod

x2 =  e2 je f´(x2)  =  0 a f″(x1)  <  0 proto

má v tomto bod  funkce f(x) maximum.

Tyto body jsou jak lokálními tak

globálními extrémy. Na obrázku

I.IV.II.c je zobrazen p esný pr h

funkce f(x), pr hy její 1. a 2. derivace.

Obrázek I.IV.II.c

1 e2

≅ 0,368

f(x) f´(x) f″(x)
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Z p edcházejících dvou kapitol je také patrné, e vy et it extrémy n jaké funkce lze i

pomocí interval  monotónnosti. V bodech, kde zadaná funkce m ní svoji monotónnost toti

dosahuje funkce svých extremálních funk ních hodnot. Je z ejmé, e v bod , kde se m ní

funkce z klesající na rostoucí, bude mít svoje lokální pop ípad  globální minimum a naopak

tam, kde se m ní funkce z rostoucí na klesající, bude její lokální respektive globální

maximum.

I.IV.III Konkávnost a konvexnost funkcí, inflexní bod
Podrobn  jsem popsal tyto vlastnosti funkcí v kapitole I.I.III. Pokud student

pozapomn l, nech  si tuto kapitolu je  jednou nastuduje a pokra uje dále ve studiu na tomto

míst .

Konvexnost a konkávnost funkce je vlastnost, která nám íká, jak se vyvíjí rychlost

zm ny funk ních hodnot v závislosti na zm  argumentu

funkce.

Uva me spojitou funkci f(x). Kdyby m la taková funkce

stále konstantní r st funk ních hodnot (a  u  kladný pro

rostoucí funkci nebo záporný pro funkci klesající) v závislosti

na p ír stku argumentu, byla by grafem takové funkce p ímka.

Budeme-li zv ovat v dy o konstantní hodnotu argument x

funkce f, budou nám r st, respektive klesat, i její funk ní

hodnoty f(x) v dy o konstantní p ír stek (viz. obrázek I.IV.III.a) – ale pozor, p ír stek m e

být i záporný. To znamená, e rychlost r stu respektive poklesu funk ních hodnot f(x) funkce

f v závislosti na p ír stku argumentu x je konstantní, nem ní se. Zm na této rychlosti

funk ních hodnot v závislosti na argumentu je proto nulová!!!

Derivace f´(x) libovolné funkce f(x) je na n jakém intervalu I ⊂ Df obecn  op t funkcí,

její  funk ní hodnoty vyjad ují rychlost zm ny funk ních hodnot funkce f(x). Samoz ejm  za

edpokladu, e zadaná funkce f(x) má na intervalu I ⊂ Df vlastní derivaci.

Je tedy pro lineární funkci f(x) její derivace f´(x) funkcí konstantní. Druhá derivace

funkce f(x), toti f″(x), je vlastn  první derivací derivace f´(x). To znamená, e f″(x) vyjad uje

rychlost zm ny první derivace f´(x). Ov em v p ípad  lineární funkce je f´(x) konstantní (viz.

vý e)  a  tak  musí  být f″(x)  =  0 pro v echny body x ∈ I ⊂ Df (viz. inflexní bod dále v textu

kapitoly)!!!

Uva ujme nyní spojitou funkci g(x), která je rostoucí, a rozeberme p ípad, kdy

rychlost zm ny funk ních hodnot funkce g(x) v závislosti na argumentu x klesá. P íklad

∆x = konst.

∆f(x) = konst.

Obrázek I.IV.III.a

f(x)
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takové funkce m e být na obrázku I.IV.III.b. Budeme-li

zv ovat v dy o konstantní hodnotu argument x funkce g,

budou nám r st i její funk ní hodnoty g(x), ale v dy o men í

ír stek ne  v p echázejícím kroku. To znamená, e rychlost

stu funk ních hodnot g(x) funkce g v závislosti na p ír stku

argumentu x není konstantní a m ní se. Zm na rychlosti r stu

funk ních hodnot v závislosti na argumentu je proto záporná

(rychlost r stu funk ních hodnot klesá)!!!

Za p edpokladu, e daná funkce má na n jakém intervalu I ⊂ Dg vlastní derivace g´(x)

a g″(x), musí být pro funkci g(x) její derivace g´(x) funkcí klesající (by  s funk ními

hodnotami v ími ne  nula)!!! Druhá derivace funkce g(x), toti g″(x), je první derivací

derivace g´(x). To znamená, e g″(x) i zde vyjad uje rychlost zm ny první derivace g´(x).

Ov em v tomto p ípad  je g´(x) klesající (viz. vý e) a tak musí být g″(x)  <  0 pro v echny

body x ∈ I ⊂ Dg!!! Funkci g(x) pak nazýváme funkcí ryze konkávní na intervalu I ⊂ Dg.

staneme je  u funkce rostoucí (která je op t spojitá). Budeme ale uva ovat funkci

h(x) s tou vlastností, e rychlost zm ny funk ních hodnot h(x) funkce h v závislosti na

argumentu x bude r st (viz. obrázek I.IV.III.c). Budeme-li

zv ovat v dy o konstantní hodnotu argument x funkce h,

budou nám r st i její funk ní hodnoty h(x), ale v dy o v í

ír stek ne  v p echázejícím kroku. To znamená, e

rychlost r stu funk ních hodnot h(x) funkce h v závislosti

na p ír stku argumentu x není op t konstantní. Av ak

zm na rychlosti r stu funk ních hodnot v závislosti na

argumentu je kladná (rychlost r stu funk ních hodnot se

zv uje)!!!

Jestli e má daná funkce na n jakém intervalu I ⊂ Dh vlastní derivace h´(x) a h″(x), pak

musí být pro funkci h(x) její derivace h´(x) funkcí rostoucí (s funk ními hodnotami op t

ími ne  nula)!!! Druhá derivace funkce h(x), toti h″(x), je první derivací derivace h´(x).

To znamená, e h″(x) i zde vyjad uje rychlost zm ny první derivace h´(x). V tomto p ípad  je

h´(x) funkcí rostoucí (viz. vý e) a tak musí být h″(x)  >  0 pro v echny body x ∈ I ⊂ Dh!!!

Funkci h(x) pak nazýváme funkcí ryze konvexní na intervalu

I ⊂ Dh.

∆x = konst.

∆h(x)1

Obrázek I.IV.III.c

h(x)

∆h(x)2

∆h(x)3

∆h(x)1 < ∆h(x)2 < ∆h(x)3

∆x = konst.

∆g(x)1

Obrázek I.IV.III.b

g(x)

∆g(x)2

∆g(x)3

∆g(x)1 > ∆g(x)2 > ∆g(x)3
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Zkusme podobným zp sobem vy et it funkce klesající a vra me se p itom k ozna ení

funkcí g a h a u obou funkcí op t p edpokládejme, e jsou spojité. Nejprve se podíváme na

funkci g(x), která budi  klesající s tou vlastností, e se rychlost klesání bude spojit  m nit,

toti  v absolutní hodnot  bude r st. Vzhledem k tomu, e se jedná o klesající funkci, bude to

znamenat, e se její funk ní hodnoty budou stále zmen ovat se stále v ím tempem!!! Pokles

funk ních hodnot tak bude v absolutní hodnot  po ád v í a v í.

Uv domme si ale, e se jedná o klesající funkci a tak

v reálných hodnotách bude p ír stek funk ních hodnot funkce

g(x) záporné íslo, která se bude s rostoucím argumentem stále

zmen ovat (v absolutní hodnot  pak bude r st)!!! Graf takové

funkce g(x) m e mít nap íklad podobu obrázku I.IV.III.d.

Za p edpokladu, e má daná funkce na n jakém

intervalu I ⊂ Dg vlastní derivace g´(x) a g″(x), musí být pro

funkci g(x) její derivace g´(x) funkcí klesající (s funk ními hodnotami tentokrát men ími ne

nula)!!! Druhá derivace funkce g(x), toti g″(x), je první derivací derivace g´(x). To znamená,

e g″(x) op t vyjad uje rychlost zm ny první derivace g´(x). Ov em zde je g´(x) klesající

(viz.  vý e) a tak musí být g″(x) < 0 pro v echny body x ∈ I ⊂ Dg!!! Funkci g(x) pak musíme

nazvat funkcí ryze konkávní na intervalu I ⊂ Dg.

Nyní m jme funkci h(x), která budi  klesající s tou vlastností, e se rychlost klesání

bude spojit  m nit, toti  v absolutní hodnot  bude klesat. Vzhledem k tomu, e se jedná o

klesající funkci, bude to znamenat, e se její funk ní hodnoty budou stále zmen ovat se stále

men ím tempem!!! Pokles funk ních hodnot tak bude v absolutní hodnot  po ád men í a

men í.

Jedná se o klesající funkci a tak v reálných

hodnotách bude p ír stek funk ních hodnot funkce h(x)

záporné íslo, která se bude s rostoucím argumentem stále

zv ovat (v absolutní hodnot  se pak bude zmen ovat)!!!

Graf takové funkce h(x) m e mít nap íklad podobu

obrázku I.IV.III.e.

Pokud má daná funkce na n jakém intervalu I ⊂ Dg vlastní derivace h´(x) a h″(x), musí

být pro funkci h(x) její derivace h´(x) funkcí rostoucí (s funk ními hodnotami men ími ne

nula)!!! Druhá derivace funkce h(x), toti h″(x), je první derivací derivace h´(x). To znamená,

e h″(x) vyjad uje rychlost zm ny první derivace h´(x).  Zde je ale h´(x) rostoucí (viz.  vý e) a

∆x = konst.

∆g(x)1

Obrázek I.IV.III.d

g(x)

∆g(x)2

∆g(x)3

∆g(x)1 > ∆g(x)2 > ∆g(x)3

∆x = konst.

∆h(x)1

Obrázek I.IV.III.e

h(x)

∆h(x)2

∆h(x)3

∆h(x)1 < ∆h(x)2 < ∆h(x)3
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tak musí být h″(x) > 0 pro v echny body x ∈ I ⊂ Dh!!! Funkci h(x) pak musíme nazvat funkcí

ryze konvexní na intervalu I ⊂ Dh.

Pokud v úvahách nahradíme libovolný interval I ⊂ Df pro n jakou zkoumanou funkci

f(x) jejím defini ním oborem, pak íkáme, e je tato funkce konkávní, respektive konvexní, na

celém svém defini ním oboru.

Zopakujme tedy p edcházející odstavce této kapitoly. P edpokládejme o funkci f(x), e

existuje, e je spojitá v jistém intervalu I ⊂ Df respektive v celém svém Df a  e  také  existují

její derivace f´(x) a f″(x) na intervalu I ⊂ Df respektive na celém Df (tj., e je na intervalu

I ⊂ Df, respektive na celém svém Df diferencovatelná).

Potom íkáme, e funkce f(x) je funkcí ryze konkávní na intervalu I ⊂ Df, respektive

na celém svém Df práv  tehdy, kdy  platí f″(x)  <  0 pro v echna x ∈ I ⊂ Df, respektive pro

echna x ∈ Df. A dále, e funkce f(x) je funkcí ryze konvexní na intervalu I ⊂ Df, respektive

na celém svém Df práv  tehdy, kdy  platí f″(x)  >  0 pro v echna x ∈ I ⊂ Df, respektive pro

echna x ∈ Df.

Pokud v definicích nahradíme nerovnost < nerovností ≤, pak mluvíme o konkávní

funkci na intervalu I respektive na defini ním oboru funkce a pokud nahradíme nerovnost >

nerovností ≥, pak hovo íme o funkci konvexní na intervalu I respektive na defini ním oboru

funkce.

V bodech, ve kterých konkávní funkce f(x)

echází ve funkci konvexní (a nebo naopak) nastává

tzv. inflexe a také body nazýváme inflexními. Jsou to

body, v nich  se m ní znaménko zm ny p ír stku

funk ních hodnot. V takových bodech je v dy

f″(x) = 0!!! Situaci znázor uje obrázek I.IV.III.f. Bod A

je bodem inflexe.

Podívejme se na situaci blí e. Bodu A nech  odpovídá argument x0 ∈ Df funkce f(x),

tedy A = [x0; f(x0)]. Budeme-li se pohybovat na P(x0) a je-li funkce na P(x0) spojitá a existuje

její derivace jak první tak druhá v bod x0, potom bude opravdu platit rovnost

∆f(x)2 =  f(x0)  –  f(x0 – δ)  =  f(x0 + δ)  –  f(x0)  = ∆f(x)3 pro δ >  0 (viz zna ení v

obrázku I.IV.III.f s odvoláním na kapitoly týkající se limit)!!! To ale znamená, e na P(x0) má

sledovaná funkce f(x) konstantní vývoj p ír stku funk ních hodnot v závislosti na argumentu

a  tak  skute  musí  platit  pro  inflexní  bod A rovnost f″(x0)  =  0 a obecn  pak f″(x)  =  0!!!

Pozor, tato rovnost by v ak obecn  neplatila, kdyby jeden z p edpoklad  nebyl spln n!!!

∆x = konst.

∆f(x)1

Obrázek I.IV.III.f

f(x)

∆f(x)2
∆f(x)3

∆f(x)4

∆f(x)1 > ∆f(x)2 = ∆f(x)3 < ∆f(x)4

tA
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kazy v t o konkávnosti a konvexnosti funkcí spo ívají v aplikaci v ty o st ední

hodnot  funkce. Nebudeme si je zde ukazovat proto e by na této úrovni matematiky pro VO

zbyte  zat ovaly text. Jsou provedeny nap íklad v u ebnici „Úvod do po tu

diferenciálního“ od Prof. V. Jarníka, ale i v dal ích knihách uvedených v odkazech na konci

chto skript.

Vra me se k funkci
x

xyf
2ln: =  a vy et eme konkávnost a konvexnost této funkce a

její inflexní body. Graf funkce je na obrázku I.IV.II.c. Její druhá derivace je:

3

22 2ln6ln2ln
x

xx
x

x +−
=

″









. Inflexní bod je bod, v n  platí rovnost f″(x)  =  0.  Je  proto

eba vy it rovnici: 02ln6ln2
3

2

=
+−

x
xx . Proto e se x nesmí rovnat nule (je ve jmenovateli

zlomku), musí platit: 02ln6ln2 2 =+− xx , co  je klasická kvadratická rovnice. Ozna me

nyní z = ln x. Pak dostáváme 0262 2 =+− zz . Po vy ení této rovnice a po dosazení zp t do

substituce dostáváme x1 ≅ 1,465 a x2 ≅ 13,708. Funkce má tak dva inflexní body s funk ními

hodnotami f(x1) ≅ 0,100 a f(x2) ≅ 0,500.

Pro ur ení interval , n nich  je daná funkce konvexní nebo konkávní, je t eba vy it

dv  nerovnice. Pro ryze konvexní ást grafu funkce se jedná o nerovnici

02ln6ln2
3

2

>
+−

x
xx  a  pro  ryze  konkávní  ást  je  to 02ln6ln2

3

2

<
+−

x
xx . Tyto nerovnice

ale budeme it na defini ním oboru funkce f(x), kterým je mno ina v ech kladných reálných

ísel. Proto hodnota x3 bude v dy kladná a pro nalezení ení nerovnic nemá valného smyslu.

Sta í tedy vzít v úvahu pouze itatele ve výrazech derivací a it postupn  tak nerovnice

02ln6ln2 2 >+− xx  a 02ln6ln2 2 <+− xx .

ením obou nerovnic dostáváme intervaly, na nich  je zadaná funkce ryze

konkávní: (1,465; 13,708) a ryze konvexní: (0; 1,465) ∪ (13,708; +∞). Pokud p ipustíme, e

krajní body do interval  pat í (vyjma bodu +∞), pak získáme intervaly, na kterých je daná

funkce konkávní, respektive konvexní.

I.V Taylor v a Maclaurin v polynom a ada

V praxi se m eme p i studiu funkcí setkat s funkcemi, které mohou být i dosti slo ité.

Chceme-li studovat chování n jaké takové funkce f(x) v okolí libovolného bodu x0, bývá

v takových p ípadech vhodn í nahradit p vodní funkci funkcí jednodu í. Takovou
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jednodu í funkcí je polynom nejvý e n-tého stupn ,  tj.

P(x) = a0 + a1 · x + a2 · x2 + … +  an · xn (i kdyby se v echny koeficienty a0, a1, …, an rovnaly

nule, stále polynom P(x) budeme nazývat polynomem nejvý e n-tého stupn ), kde n je

z mno iny v ech p irozených ísel. Budeme zatím p edpokládat, e nahrazovaná funkce f(x)

má v bod x0 derivaci a  do n-tého ádu (tento p edpoklad pozd ji roz íme)!!!

 Koeficienty ai pro i = 0, 1, 2, …, n budeme volit (po ítat) tak, aby se polynom P(x)

v okolí bodu x0 co nejlépe p imykal nahrazované funkci f(x).

Konkrétním polynomem P(x) s touto vlastností je pak polynom, kterému íkáme

Taylor v a který má následující tvar:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxxxfxfxP 0
03

0
02

0
0

0
0

0 !!3!2!1
−++−

′′′
+−

′′
+−

′
+= L .

Je v ak t eba ur it, s jakou p esností jsme nahradily funkci f(x) Taylorovým polynomem P(x)

v okolí bodu x0. To znamená ur it rozdíl f(x) – P(x). Práv  této chyby se dopustíme, budeme-li

nahrazovat funkci f(x) polynomem P(x). Takovou chybu ozna me Rn+1 a  nebo  lépe

Rn+1(x), nebo  i tato chyba bude jist  funkcí argumentu x!!!

eme nyní psát:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )xRxx
n

xfxxxfxxxfxfxf n
n

n

10
02

0
0

0
0

0 !!2!1 ++−++−
′′

+−
′

+= L  a sna íme

se odhadnout (vypo ítat, ur it) íselnou hodnotu Rn+1(x) a proto musíme je  p edpokládat

existenci derivace ádu n + 1 funkce f(x) v bod x0. Hodnot Rn+1(x) budeme dále íkat zbytek

Taylorova polynomu. V imn te si je , e jsme ozna ení polynomu P(x) na levé stran

rovnosti zam nili za symbol f(x), tedy p ímo za nahrazovanou funkci v okolí bodu x0!!!

Nej ast ji pou ívaným výrazem pro výpo et zbytku Taylorova polynomu je tzv.

Lagrange v tvar: ( )
( )( )

( ) ( ) 1
0

1

1 !1
+

+

+ −
+

= n
n

n xx
n

fxR ξ , kde íslo ξ le í mezi ísly x0 a x.

Pro íslo ξ budou tady spln ny tyto nerovnosti: 0 < x0 – ξ < x0 – x je-li x0 > x. Z toho

po úpravách vyplývá, e 10
0

0 <
−
−

<
xx

x ξ
  a tedy 10

0

0 <
−
−

<
xx
xξ

. Bude-li x  >  x0, pak platí

postupn  tyto nerovnosti: 0  < ξ –  x0 <  x  –  x0; 10
0

0 <
−
−

<
xx
xξ

,  co  je  toté ,  jako

v p edcházejícím p ípad !!! M eme tedy psát
0

0

xx
x

−
−

=Θ
ξ

 a bude 0 < Θ < 1.
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Proto e platí ( )0
0

0
0 xx

xx
xx −

−
−

+=
ξ

ξ  – zkuste v rámci cvi ení ukázat – dostáváme pro

výpo et ísla ξ vztah: ξ = x0 + Θ · (x – x0).

V praktických výpo tech se nej ast ji u ívá ozna ení x  =  x0 +  h (s odvoláním na

zna ení v kapitolách týkajících se limit a derivací), kde h je nekone  malý, ale nenulový,

ír stek argumentu funkce f(x). Potom je h  =  x  –  x0 a ξ =  x0 + Θ ·  h, p em  platní

nerovnost 0 < Θ < 1. Po dosazení za x0 do výrazu pro h dostáváme je x – ξ = (1 – Θ) · h.

i zavedení ozna ení dle p edchozího odstavce dostane Taylor v polynom a zbytek

Rn+1(x) následující tvar:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )hxRh
n

xfhxfhxfxfhxf n
n

n

++⋅++⋅
′′

+⋅
′

+=+ + 01
0200

00 !!2!1
L , kde zbytek

( )
( ) ( )

( )
10

1

01 !1
+

+

+ ⋅
+

⋅Θ+
=+ n

n

n h
n

hxf
hxR .  Je t eba si uv domit, e bod x0 + Θ ·  h (v n

po ítáme (n + 1)-ní derivaci funkce f(x)) le í mezi body x0 a x = x0 + h.

Podívejme se, jak se zm ní Taylor v polynom ve chvíli, kdy budeme nahrazovat

funkci f(x) v po átku, tj. x0 =  0. Proto e h = x  –  x0 bude platit rovnost h = x. Po dosazení

dostáváme: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xRx
n

fxfxffxf n
n

n

1
2

!
0

!2
0

!1
00 ++⋅++⋅

′′
+⋅

′
+= L  a zbytek po ítáme

z výrazu: ( )
( )( )
( )

1
1

1 !1
+

+

+ ⋅
+

⋅Θ
= n

n

n x
n

xfxR .

Takto upravené tvary Taylorova polynomu a jeho zbytku mají v praxi významnou

úlohu a velmi asto se vyskytují. Proto se v matematice zavádí jejich speciální samostatné

pojmenování a íkáme jim Maclaurin v polynom a zbytek Maclaurinova polynomu.

Taylor v, respektive Maclaurin v, polynom nejvý e n-tého stupn  má tu vlastnost,  e

íslo n neroste nade v echny meze, není nekone né. Pokud ale toto omezení odstraníme, toti

ipustíme, e íslo n poroste nade v echny meze, pak m eme psát toto:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) L+−
′′′

+−
′′

+−
′

+= 3
0

02
0

0
0

0
0 !3!2!1

xxxfxxxfxxxfxfxf . Tato rovnost bude

ale spln na jen tehdy, bude-li ( ) 0lim 1 =+∞→
xRnn

!!! P edcházející vzorec, respektive pravá strana

této rovnosti, definuje nikoli Taylor v polynom, nýbr  Taylorovu nekone nou adu pro funkci

f(x)!!!
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Op t speciálním p ípadem bude situace, kdy x0 = 0. Potom Taylorova nekone ná ada

bude mít tvar: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
L+⋅

′′′
+⋅

′′
+⋅

′
+= 32

!3
0

!2
0

!1
00 xfxfxffxf  a  tato  rovnost  bude  platit

práv  tehdy, kdy ( ) 0lim 1 =+∞→
xRnn

. Pravou stranu p edcházející rovnosti nazýváme

Maclaurinovou nekone nou adou pro funkci f(x).

Na n kolika následujících p íkladech si uká eme pou ití jak Taylorova polynomu tak i

polynomu Maclaurinova.

Zkusme nahradit funkci f:  y  =  ex Taylorovým polynomem nejvý e n-tého stupn .

Vzhledem k tomu, e funkce f(x) má definovány derivace v ech ád  pro v echna x, m eme

s výhodou vyu ít Maclaurin v polynom, tj. Taylor v polynom pro x0 =  0. U ití Taylorova

polynomu pro obecnou hodnotu x0 by ztrácelo smyslu, proto e bychom stejn  museli po ítat

ex pro x  =  x0 a tomu se práv  chceme vyhnout!!! V tuto chvíli budeme tedy p edpokládat

blízké okolí po átku, nicmén  za chvíli tento p ípad zobecníme pro libovolné x.

Platí f(0)  =  e0 =  1; ( ) ( ) xk exf = ; ( ) ( ) 10 0 == ef k ; ( ) ( ) xk exf Θ=Θ  pro ka dé k   0.

Potom u itím Maclauronova polynomu a jeho zbytku Rn+1(x) dostáváme pro funkci f:  y = ex

toto: ( )
x

nn
x e

n
x

n
xxxe Θ

+

⋅
+

+++++=
!1!!2!1

1
12

L , kde Θ ∈ (0; 1). Tímto polynomem stupn

nejvý e n-tého nahradíme funkci ex s jistou chybou, kterou ur uje zbytek polynomu (poslední

výraz v p edcházející rovnosti). Na ím úkolem bude nyní odhadnout velikost tohoto zbytku.

Úlohu rozd líme na dv ásti. V první budeme p edpokládat, e x ∈ (0; 1〉. Proto e je

Θ ∈ (0; 1), bude také sou in Θ · x < 1. Proto eΘx < e1 a navíc víme, e e < 3 (d kaz naleznete

v u ebnici Prof. V. Jarníka „Úvod do po tu diferenciálního“, kapitola II., § 4, p íklad 3).

Proto platí nerovnosti eΘx < e1 = e < 3. Pro zbytek Maclaurinova polynomu pro funkci ex tak

platí: ( ) ( ) ( )!1
3

!1
3

!1

11

+
≤

+
<⋅

+

+
Θ

+

nn
xe

n
x n

x
n

. Bude-li tedy x ∈ (0;  1〉 a nahradíme-li funkci ex

polynomem
!!2!1

1
2

n
xxx n

++++ L , dopustíme se chyby ne v í, ne ( )!1
3 1

+

+

n
x n

.O to jist ji pak

chyby ne v í ne ( )!1
3
+n

.

Uva ujme nyní za druhé x ∈ 〈–1; 0). Pak bude dokonce sou in Θ ·  x  <  0 a

eΘx <  e0 =  1.  Pro zbytek Maclaurinova polynomu budou tak platit tyto nerovnosti:
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( ) ( ) ( )!1
1

!1!1

11

+
≤

+
<⋅

+

+

Θ
+

nn
x

e
n
x

n
x

n

. Tak e pro tokáto x bude výpo et pomocí Maclaurinova

polynomu p i stejném stupni je  p esn í!!!

Zkusme nyní na základ  p edcházejících rozbor  vypo ítat hodnotu funkce f:  y  =  ex

pro x = –0,5 s p esností lep í ne 10–6.

Pro nalezení íselné hodnoty ex podle zadání je st ejní ur it maximální stupe n

Maclaurinova polynomu, kterým budeme danou funkci nahrazovat a pomocí n ho  budeme

pak po ítat náhradní hodnotu této funkce. Pro zbytek podle zadání musí platit tato nerovnost:

( )
6

1

10
!1

3 −
+

<
+n

x n

. Proto e x = –0,5, íme tuto nerovnost v neznámé n. Tak e dostáváme

postupn : ( )
6

1

10
!1

5,03 −
+

<
+

⋅
n

n

; 15,0
)!1(3000000

+

+
< n

n . Nerovnice je spln na pro n   7. Sta í nám

proto vzít prvních 8 len  (v etn  nultého, kterým je íslo 1) Maclaurinova polynomu pro

funkci ex. Pilný student jist  výpo tem ov í, e tomu tak skute  je.

Hodnoty Maclaurinova polynomu pro funkce ex, kde |x| > 1 je mo né po ítat

uv domíme-li si, e nap íklad e2,5 =  e  ·  e  ·  e0,5!!! Takto m eme nahradit s jistou p esností

hodnotu funkce ex hodnotou Maclaurinova polynomu nejvý e n-tého stupn  pro libovolné

x  0.

Podívejme se nyní na zbytek Maclaurinova polynomu pro funkci f:  y = ex.  Jedná se o

výraz ( ) ( )
x

n

n e
n
xxR Θ

+

+ ⋅
+

=
!1

1

1 .  Vy et íme nyní ( ) ( )
x

n

nnn
e

n
xxR Θ

+

∞→+∞→
⋅

+
=

!1
limlim

1

1 . P ipome me je ,

e Θ ∈ (0; 1) a |x| ≤ 1, x ≠ 0.  V i  vy et ované  limit  je  výraz eΘx pro dané x a zvolené Θ

konstantou. Dále limita itatele je pro n → ∞ rovna nule (x je v absolutní hodnot  men í ne

jedna) a limita jmenovatele je pak pro n → ∞ rovna ∞.  Je  proto ( ) 0
!1

lim
1

=⋅
+

Θ
+

∞→

x
n

n
e

n
x . To je

podmínka nutná a také posta ující pro to, abychom mohli psát:

LL +++++=
!!2!1

1
2

n
xxxe

n
x  a to beze zbytku. Jedná se o Maclaurinovu nekone nou adu

pro funkci f: y = ex, kde ji  není x omezeno intervalem, ale x ∈ R – {0}.

Poslední poznámkou k tomuto p íkladu je, e jsme a  doposud neuva ovali p ípad,

kdy x  = 0. Je z ejmé, e v echny úvahy platí i pro tuto mo nost. Nicmén  provád t výpo ty

hodnoty ex pro x = 0 pomocí Maclaurinova nebo Taylorova polynomu je toté , jako si vzít na
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komára kladivo. Hodnota ex pro x = 0 je identicky rovna jedné a jde se vlastn  o p ípad, kdy

x = x0 = 0 p i p echodu Taylorova polynomu na Maclaurin v polynom!!!

Podívejme se je  na funkci f:  y  = ln  x. Pro tuto funkci nebude z ejm  Maclaurin v

polynom definován, proto e defini ní obor logaritmické funkce jsou v echna kladná reálná

ísla, tedy nikoliv v etn  nuly!!! Musíme si proto trochu pomoci. Uva ujme nyní podobnou

funkci, toti g:  y  =  ln  (x  +  1). Defini ním oborem bude pak mno ina Dg = (–1; ∞) nebude

problémem Maclaurin v polynom pro tuto funkci nalézt (m jme stále na pam ti, e pro

Maclaurin v polynom platí x0 = 0).

Bude g(x0) = g(0) = 0. Derivace funkce g, které budeme pot ebovat, budou postupn

vypadat takto:
1

1
+

=′
x

g ;
( )21

1
+

−=′′
x

g ;
( )31

2
+

=′′′
x

g ; ( )

( )4
4

1
6
+

−=
x

g ;

( )

( )5
5

1
24
+

=
x

g ; …; ( ) ( ) ( )
( )n

n
n

x
ng
1

!11 1

+
−−

=
−

; ( ) ( )
( ) 1

1

1
!1
+

+

+
−

= n

n
n

x
ng .

Maclaurin v polynom stupn  nejvý e n bude pak vypadat takto (x0 =  0):

( ) ( ) ( ) ( )xRx
n

nxxxxx n
n

n

Θ+⋅
−−

++⋅−⋅+⋅−⋅+=+ +

−

1

1
432

!
!11

!4
6

!3
2

!2
1

!1
101ln K , kde výraz pro

zbytek Maclaurinova polynomu bude: ( )
( ) ( ) ( )( ) 1

1

1

1

1 111!1
!

+

+

+

+

+
Θ++

=
Θ++

⋅
=Θ n

n

n

n

n xn
x

xn
xnxR ,

em  op t Θ ∈ (0; 1) a x ∈ (–1; 1〉.

Po vykrácení a jednoduché úprav  dostane Maclaurin v polynom pro zadanou funkci

tento tvar: ( ) ( ) ( )xR
n

xxxxxx n

nn

Θ+
−

++−+−+=+ +

−

1

1432 1
4321

01ln K .

Zbývá je  ud lat odhad chyby, které se dopustíme nahrazením funkce g

Maclaurinovým polynomem stupn  nejvý e n-tého. Tato chyba je dána zbytkem polynomu.

Op t rozd líme ení na dv  mo nosti. První bude pro x ∈ (0; 1〉. V tomto p ípad  je

(1  + Θx)  >  1 a proto pro zbytek Rn  +  1(Θx) bude platit následující nerovnost (absolutní

hodnotu pou ijeme pro odstran ní mocnin ísla –1):

( )
( )( ) 1

1
111

1

1

1

1 +
<

+
<

Θ++
=Θ

+

+

+

+ nn
x

xn
xxR

n

n

n

n  (poslední nerovnost je pro p ípad, kdy x = 1).

Podívejme se je  na podmínku existence Maclaurinovy nekone né ady, toti :

0
1

1lim =
+∞→ nn

 a tím spí e pak bude ( ) 0lim 1 =Θ+∞→
xRnn

!!!
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Druhou mo ností je p ípad, kdy x ∈ (–1; 0). Potom bude 1 + Θx < 1.  Je z ejmé, e

výraz pro Rn+1(Θx), který jsme a  doposud pou ívali, není vhodný pro následující úvahy. Je

eba jej nahradit jiným, vhodn ím. Jedná se o tento tvar:

( ) ( ) ( )( ) 1
1

1 !
1 +

+

+ ⋅
Θ⋅Θ−

=Θ n
nn

n x
n

xgxR  a po dosazení derivace ( )
nn

n xx
x

xR 







Θ+
Θ−

Θ+
=Θ

+

+ 1
1

1

1

1

(viz. „Úvod do po tu diferenciálního“ Prof. V. Jarníka, str. 330, vzorec 14).

Polo me nyní y  =  –x a tedy x  =  –y, p em y ∈ (0; 1). Potom bude platit:

1  – Θ >  0; dále 1  + Θx  =  1  – Θy  >  1  –  y  >  0 a také 1  + Θx  =  1  – Θy  >  1  – Θ >  0

(platí Θ ⋅ y  <  y)  .  Proto  musí  být 1
1
10 <

Θ+
Θ−

<
x

 (krom  toho  také  platí  d le itá  nerovnost

Θ > Θ ⋅ |x|). Dále je |x|n+1 = (–x)n+1 = yn+1 (to vyplývá ze zavedené substituce, p em x je

záporné!!!). Pro zbytek Maclaurinova polynomu po substituci bude nakonec platit:

( )
y

y
yy

yyR
nnn

n −
≤








Θ−
Θ−

Θ−
=Θ

++

+ 11
1

1

11

1 .  Krom  toho  také  je 0
1

lim
1

=
−

+

∞→ y
y n

n
 (m jme stále na

pam ti, e y ∈ (0; 1)). V intervalu x ∈ (–1; 0) bude tím pádem mo né nahradit funkci

g: y = ln(x + 1) Maclaurinovou nekone nou adou.

Ale pozor, pro v echna x, která spl ují nerovnost |x| > 1 je Maclaurinova nekone ná

ada divergentní a tedy nelze pro náhradu funkce g(x) pou ít. Není toti  spln no

d´Alambertovo kritérium konvergence nekone ných ad (viz. „Úvod do po tu

diferenciálního“  Prof.  V.  Jarníka,  str.  136,  v ta  86  nebo  té  „Diferenciální po et I“ autor

Jankovského a Pr chy, str. 30, v ta 3.13.).

  Zkusíme vypo ítat hodnotu funkce g: y = ln(x + 1) jednak v bod x1 = –0,5 a

x2 =  0,5 s p esností lep í ne 10–4. Maclaurin v polynom nejvý e n-tého stupn  pro tuto má

ji  jasný tvar (viz. vý e). Nyní je t eba ur it práv  stupe  tohoto polynomu. Nejprve vy et íme

první p ípad. Z vý e vyvozeného pro funkci g(x) je  z ejmé,  e  musí  být  spln na  tato

nerovnost: ( ) 4
11

1 10
11

1
1

−
++

+ <
−

≤







Θ−
Θ−

Θ−
=Θ

y
y

yy
yyR

nnn

n . Polo me nyní y = –x1 = 0,5. ením

této exponenciální rovnice (pomocí jednoduchých úprav a logaritmování) nad t lesem v ech

irozených ísel je n = {n ∈ N; n > 13}. V na em p ípad  vezmeme nejmen í hodnotu n,

která nám vyhovuje a tou je n = 14. Pilný student dosazením do Maclaurinova polynomu

hledanou funk ní hodnotu funkce g(x) pro x1 = –0,5 hladce vypo te.

Clic
k t

o buy N
OW!

PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com Clic

k t
o buy N

OW!
PDF-XCHANGE

w
ww.docu-track.com

http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38


Podívejme se na druhý p ípad, tedy x2 =  0,5. Podle zadání má být spln na tato

nerovnost: ( )
( )( )

4
1

1

1

1 10
111

−
+

+

+

+ <
+

<
Θ++

=Θ
n
x

xn
xxR

n

n

n

n . ením této nerovnice dostáváme

n = {n ∈ N; n > 8} a op t vezmeme nejmen í hodnotu n, která vyhovuje nerovnici, tedy

n  =  9. Nechávám na studentovi dopo ítat funk ní hodnotu funkce g(x) v bod x2 =  0,5

pomocí Maclaurinova polynomu stupn  nejvý e devátého.

A je  malá poznámka nakonec. Z vlastností logaritmické funkce je patrné, e je

citliv í na zm nu argumentu p i levém okraji defini ního oboru a naopak mén  citlivá

sm rem k +∞. Proto také p i stejné po adované p esnosti je t eba v p ípad  bodu x1 = –0,5

po ítat s více leny Maclaurinova polynomu ne  je tomu pro bod x2 = 0,5. V prvním p ípad

musíme vzít o p t len  rozvoje více ne  v p ípad  druhém!!!
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II Úvod do integrálního po tu funkcí jedné prom nné
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