I Uvod do diferencialniho poétu funkci jedné proménné

Nez se pustime do dalsiho studia této problematiky, je tieba s zopakovat a pripadné
pripomenout nekteré zésadni pojmy z funkciondni analyzy, na kterych nésledné vystavime
teorii limitniho poc¢tu funkci jedné proménné. Jedna se o pojem funkce jako takovy a pak také
z&kladni vlastnosti funkci.

Dovolte mi zde ngjprve malou historickou poznamku. Pocatky diferencidiniho poctu
muzeme vystopovat jiz v prvnich pracich G. W. von Leibnitze (1646 — 1716). Napiiklad
v jeho dile ,Dissertatio de arte combinatoria“, coz do ¢eského jazyka prelozeno znamenéa
»Rozprava o umeéni kombinatoriky“. Toto pojednéni sepsal ve svych dvaceti letech!!!

Touto problematikou se samozigimé nezabyval jen Leibnitz. Témét soucasné a
naprosto nezévisle na ném vytvotil teorii diferencidlniho a integrdniho poctu také |. Newton
(1643 — 1727). Dasim velmi vyznamnym matematikem 18. stoleti byl L. Euler (1707 —
1783). Ten byl u zrodu dalsich dvou v té dob¢ novych obori matemeatiky, variacniho poctu a
diferencidlni geometrie. Historie funkciondni analyzy, diferencidniho a integrdniho poctu
jde déle pies takové velikény déjin matematiky, jakymi byli J.-L. Lagrange, P.-S. Laplace, J.
B. J. Fourier, G. F. B. Riemann, K. F. J. Gauss a mnoho a mnoho dalsich.

V nédedujicich kapitolach se tedy ponoiime do hlubin problematiky diferencianiho a
integraniho pocétu a budeme zkoumat ten svét, ktery je svym zptasobem zgjimavy a ¢asto piny
ne¢ekanych zvratti a napinavych okamziki. Protoze se bude jednat o Gvod, nebudou to
hlubiny nikterak zavratné. Spise se budeme potdpét nékolik metrt pod hladinou, ae i tak

tento svét bude velmi zgjimavy.
I.I Pojem funkce a zékladni vlastnosti funkci jedné proménné

I.I.I - Vymezeni pojmu funkce

Na stiedni skole i v piedeslych dilech této série skript pro vyssi odborné skoly jsme
spojmem funkce jiz pracovali. Zcela intuitivné mazeme fici, ze funkce je néjaka zavidost
jedné proménné na hodnotéch druhé proménné dana jistym piedpisem. Rikéme pak, ze
,Y Zavisi na x* anebo také , hodnota y je funkci argumentu x“.

Toto vymezeni pojmu funkce ndm ale v dalsim textu rozhodné stacit nebude a tak se
pokusime presn¢ji vymezit to, co chpeme v matematice jako funkci. Zatnéme ae priklady

nékterych funkci, které jiz velmi diveérné zname.
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Mgjme funkci f: y = x%. Zvolime-li libovolnou hodnotu A
proménné x (fikame ji také nezavide promeénna, protoze ji N
muzeme Vvolit naprosto nezdvide jen spiihlédnutim na
definicni obor dané funkce, pojem viz. dae), pak hodnotu T
proménné y (tikame ji také zavide proménnd, protoze je jgi T

hodnota zavida na volbé proménné x) ziskame jako funkeni -

v

hodnotu funkce f ve zvoleném bodé x, tj. y = f(X). Tak

123
napiiklad pro x = 2 bude mit y hodnotu Obrézek I.l.a
f(2) = 2° = 4. Analogicky pro hodnotu x = -3 bude'y = f(-3) =

= (-3)> = 9. Pokud bychom vynesli postupng vsechny funkéni hodnoty funkce f patticné
k volnym hodnotam proménné x do grafu, ziskali bychom parabolu (viz. obrazek 1.1.a). Je
zigmé, ze mnozina, ze které budeme moci hodnoty nezédvise proménné x volit, budou
vsechna redna ¢ida. Volba hodnot x nebude tedy nicim omezend Vsimnéme s jesté jedné
dulezité véci. Kazdé hodnoté x z mnoziny vsech redinych ¢isel prifazuje funkce f prévé jednu
hodnotu y = f(x). Zaroven vsak kazdé hodnoté y = f(x), vyjma bodu y = 0, odpovidaji v tomto
ptipadé pravé dvé hodnoty x. Navic mnozinu vsech y = f(X) netvori vsechna redlna cida,
nybrz pouze jgich podmnozina, konkrétné interval &; +¥). Tuto poznamku nezapomerite,
budeme ji potiebovat dale.

Podiveime se na jiny pripad. Mé&me funkci g: y = +/5- x*. | zde pro zvolenou
hodnotu proménné x funkce g prifazuje hodnotu y = g(x). Tak napiiklad pro x = 2 bude

hodnota funkce g rovnay = ﬁ =1. Je ale zigimé, ze zde nebudeme moci volit hodnotu
nezdvide promeénné x zcela libovolng. Omezujici bude v tomto pripadé vyskyt odmocniny
v predpisu funkce g. Z diivéjsiho studia vime, ze pod odmocninou (pohybujeme-li se nad
télesem rednych ¢isel) nesmi byt ¢ido mensi nez nula. Tuto podminku je mozné zapsat ve
tvaru: 5 — x° 3 0. Z toho vyplyva, ze mnozina viech dosazovanych x do piedpisu funkce g

musi spliovat nasledujici vztah: |x| £5, coz odpovida intervalu -5 £ x £5. Hodnoty nezavise

proménné X mazeme tedy volit libovolng, ovsem s prihlédnutim k vyse A
definované podmince. Je proto jasné, ze hodnoty proménné x mohou '\

byt vsechna redlna ¢isla x / &5; 5A coz jisté neni mnozina viech —L4—t 1 4»
redlnych ¢isal, nybrz jeji podmnozina. Bystry student jisté poznal, ze Tt 2:
funkce g v tomto pripadé popisuje polokruznici se stiedem v pocétku Hcé_}

kartézské soustavy souradnic (O, X, y) a s polomérem r = J5 Obrazek LLb
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(viz. obrézek 1.1.b). Obdobn¢ jako v minulém piipadé si vsimnéme toho, Ze kazdé hodnoté
x I &5; 5fje pritazena pravé jedna hodnota y = g(x) a také i zde plati, ze jedné hodnoté
y = g(X), opét mimo pripadu, kdy sey = 0, odpovidgji pravé dvé hodnoty x. | tady mnozinou
vsech y = g(X) ngsou vsechna redna ¢ida, ale jgich podmnozina, kterou muzeme zapsat
intervalem &; /5 /1

Do tietice jesté jeden priklad. Mé&me definovanou funkci h: y = In x. Pro zvolenou
hodnotu nezavide proménné x funkce h prifazuje vzdy préavé jednu hodnotu
y = h(xX). Je zde ale omezeni pro volbu neznamé x v podobé funkce prirozeného logaritmu.
Z drivéjska vime, ze prirozeny logaritmus neni definovan pro A
zgporna ¢isla a nulu. Pro volbu proménné x plati tedy nasledujici

podminka: x > 0. To znamena, ze pro libovolné x 7 (0; +¥) -

funkce h piirfazuje néjakou hodnotu y = h(x). Tak napriklad pro
X = 2 je hodnota funkce h priblizné rovnay = h(2) @0,693. Pro

x = ejepak y = h(e) = 1. Grafem funkce h bude logaritmicka Obréwek L1.c
ktivka na obrézku I.I.c. Z ni je mozné vygist, ze mnozinou vsech

y = h(xX) budou vsechna redlna ¢isla — na rozdil od predchézejicich dvou prikladi. Zigme
kazdé hodnoté x zintervalu (0; +¥) je prifazena pravé jedna jedina hodnota y = h(x) a
zaroven kazdé hodnoté y = h(x) odpovida pravé jedna jedina hodnota proménné x. Funkce h
je v tomto ohledu odlisna od predchézejicich dvou a bude hrét v dalsim textu dilezitou roli!

Na predchazejicich prikladech jsem chtél priblizit pojem funkce jaks intuitivné. Nyni
s jg definujeme presné. Rikame, ze y je funkci argumentu x pravé tehdy, kdyz kazdému
prvku x z mnoziny M / R pritadime prévé jeden prvek y z mnozingy N/ R.

Tuto skutecnost zapisujeme symbolicky f: y = f(x). Zapis nam tedy k4, ze jsme nami
definovanou funkci pojmenovali f a symbol f(X) znaci funkeni hodnotu funkce f v bodé x, tedy
hodnotu y. Zkrécené¢ pak fikdme, ze se jedna o ,funkci f“ a nebo také o ,funkci f(x)“.
Znézornit graficky prabéh funkce f(X) neni nic jiného, nez vynést v kartézské soustavé
soutadnic (O, X, y) viechny body, které maji souradnice [x; y = f(X)], kdex / M ay / N.
Pokud bychom dokazali vynést Upiné vsechny body o souiadnicich [x; y = f(X)] (a tedy
patiicich uvazované funkci f), pak by graf tuto funkci jednoznaéné definoval. Mazeme tedy
fici, ze mnozina viech bodi o souradnicich [x; y = f(X)], kde x / M ay I N zcela
jednoznatné definuje funkci f. Bodi s vyse zminovanou viastnosti je vsak nekonetné mnoho
(pohybujeme se v mnozing vsech redlnych ¢isel), a proto pomoci standardnich pomicek, jako

jsou papir a tuzka, jsme schopni vynést jen pribliznou aproximaci redlného pribéhu funkce.
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Ani pocitace ndm nedokéazi vykredlit striktné spojity graf, i kdyz krok sousednich hodnot X,
pro kterd miazeme vypocitat funkéni hodnoty libovolné funkce, mize byt velmi maly (a je
definovany parametrem rozliseni monitoru pripadné jiného externiho vystupniho zatizeni).
Tim se de presnému grafu néjaké funkce dobie priblizime a dostavame tak kvalitni
aproximaci jgjiho grafu, stde to vsak neni Upln¢ presné. To je tieba mit na paméti.

Pojd’me dal. Mnoziné M v definici pojmu funkce, kterou jsme nazvali funkci f, rikame
defini¢ni obor funkce a znatime symbolem Dy piipadné D(f). Takze defini¢ni obor libovolné
funkce je vlastné mnozina vsech hodnot nezavide proménné x, pro které ma uvazovana
funkce smysl. Jsou to ty hodnoty x, které spliuji podminky vyc¢islitelnosti predpisu uvazované
funkce. Mnoziné N pak fikdme obor hodnot prévé definované funkce f a znacime symbolem
H: nebo H(f). Je to tedy mnozina vsech funk¢nich hodnot y libovolné funkce.

Z uvedenych prikladi a z definice funkce vyplyva pomerné zésadni véc. Jedné
hodnoté nezavide proménné x z definicniho oboru libovolné funkce prifazujeme vzdy pouze
jednu jedinou funkéni hodnotu y. Ale jedné funkéni hodnoté y nemusi vzdy odpovidat pouze
jedna hodnota nezavisle proménné x (viz. prvni i druhy piiklad)!!!

Z vyse zminéného také vyplyva i pojem rovnosti dvou (¢i vice) funkci. Abychom totiz
jednoznaéné definovali libovolnou funkci, musime urcit jednak predpis, kterym budeme
hodnotdm nezévide proménné x pritazovat funkéni hodnoty y a zadruhé musime urcit
defini¢ni obor této funkce.

Aby se tedy dvé funkce f a g rovnay, musi platit, ze D(f) = D(g) a zaroven pro
viechnax /I D(f) = D(g) musi platit f(X) = g(x).

Jako ilustraci pouzijeme zaprvé funkci f: y = x4, D(f) = R a za druhé funkci g: y = »°,
D(g = Z. Ackoliv mgji ob¢ funkce stegjny predpis (pravidlo, kterym se kazdému X
z definicniho oboru té které funkce prifazuje funkéni hodnota y), nejsou tyto funkce stejné!
Lisi se totiz v definiénim oboru. Tim se také budou lisit grafy obou funkci. Zatimco grafem
funkce f bude spojita kiivka, kterou nazyvame parabola, grafem funkce g budou pouze body

[x;y=x%,kdexl Zayl N,

l.I.IIL Monoténnost funkce

Megjme funkci f: y = f(X), ktera je definovana na jistém intervalu | / D(f), ktery mize
byt omezeny nebo neomezeny, také uzavieny, otevieny ¢i polouzavieny.

Rikéme, ze funkce f je funkci rostouci na intervalu | prévé tehdy, kdyz pro libovolna

dvé ¢idaxy, Xo f | takova, ze X1 < Xo, platl' f(Xl) < f(Xz).
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Jinymi slovy to znamena, ze pokud je funkce f rostouci, pak se zvétsujicim se
argumentem x /| rostou také funkéni hodnoty y = f(x). Piikladem rostouci funkce je f: y = 2%,
Tato funkce je dokonce funkci rostouci na celém svém defini¢nim oboru, tj. interval | = D(f)!

Necht' existuje funkce g: y = g(x), ktera je definovana na jistém intervalu J /' D(g),
ktery opét mize byt omezeny, neomezeny, uzavieny, otevieny ¢i polouzavieny.

Rikéme, ze funkce g je funkci klesgjici na intervalu J préavé tehdy, kdyz pro libovolna
dveé gidaxy, xo [ J takova, 7e x; < X, plati g(x1) > g(x2). Pro klesgjici funkci g proto plati, ze
se vzrastgjici hodnotou argumentu x 7 J klesgji jeji funkéni hodnoty y = g(x).

Pro ilustraci pojmu klesgjici funkce se podivejme na funkci g: y = 2. Jgif graf je na
obrézku I.l.a. Funkce g je klesgjici na intervalu J = (-¥; 047 D(g). Na jiném intervalu
| = &; ¥) I D(g) jefunkce g rostouci (viz. definice rostouci funkce).

Ob¢ definice je mozné jesteé zobecnit. Nahrad'me v definici rostouci funkce na
intervalu | nerovnost f(x;) < f(x2) nerovnosti f(x;) £ f(x2) a dostdvadme tak definici funkce
neklesgjici. Podobné v definici funkce klesgjici na intervalu J nahradme nerovnost
g(X1) > g(x2) nerovnosti g(x1) 3 g(x2) a dostaneme tak definici funkce nerostouci.

Pokud o n¢jaké libovolné funkci tekneme, Ze je na intervalu | monotonni, znamena to
pro nés, ze je bud na intervalu | funkci klesgjici nebo rostouci piipadné neklesgjici ¢i
nerostouci. Pokud je uvazovana funkce rostouci nebo klesgjici, pak takovou funkci nazveme
ryze monotonni naintervalu |.

Z toho vyplyva nékolik vyznamnych disledki. Je-li néjakd funkce na intervalu |
rostouci, je také jisté funkci neklesgjici. Je-li ale uvazovana funkce na intervalu | neklesgjici,
pak to neznamend, ze by byla na tomto intervalu rostouci! A podobn¢ je tomu i v piipadé
funkce klesgjici a nerostouci!!!

Podivejme se jesté jednou na graf funkce g: y = X, ktery je naznaten na obrézku I.1.a.
Ptdme se nyni, jaka je funkce g z hlediska monotonnosti na intervalu | = &1; 2/ Na tomto
intervalu totiz méni funkce g svoji monoténnost a neni mozné o ni rozhodnout. Priklad
muzeme také zobecnit: Pokud doché&zi na libovolném intervalu |, ktery je podmnozinou
defini¢niho oboru libovolné funkce, ke zméné jegi monotonnosti, rikame, ze tato funkce neni
ani rostouci, ani klesgjici, ani nerostouci a ani neklesgjici! Takovou funkci pak oznacime jako
funkci nemonoténni.

Jesté na zaveér kapitoly tykajici se monoténnosti funkce dvé poznamky. Je-li libovolna
funkce na intervalu | rostouci, pak je rostouci i na viech intervalech, které jsou ¢asti intervalu
l. Stgn¢ je tomu i v pripadé Kklesgjici, nerostouci a neklesgjici funkce na intervalu |I.
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Z monotoénie usporadanosti na mnoziné vsech redlnych ¢isdl také vyplyva to, ze pokud je
funkce f: y = f(X) rostouci na intervalu |, pak je funkce g: y = ¢ xf(X) rostouci pro ¢ > 0 apro

¢ < 0je funkce g klesgjici.

[.I.III Funkce konkavni a konvexni
Dalsim z vlastnosti, kterou u funkci zjistujeme je, zda zkoumana funkce je konkavni a

nebo konvexni. V tuto chvili jesté nemame definovany matematicky aparét, kterym bychom
jednoznacné definovali tyto vlastnosti. Proto se k tématu vrétime jesté jednou v kapitole
tykagjici se vysetiovéani prabeht funkci ve chvili, kdy jiz budeme mit k dispozici derivace.

Piesto vsak bych zde rad uved! priklady funkci, na kterych bych chtél demonstrovat
konké&vnost a konvexnost.

Podivejme se nyni na funkci f: y = X2 Graf funkce je zndzornén na obrézku 1.1.11l.a.
Zvolime-li n libovolnych hodnot x proi = 1, 2, ..., n z ngjakého intervalu | = &; bA/ D(f)
takovych, ze X3 < X < ... < Xy an ? 2, pak funkci f nazveme konvexni na intervalu | préaveé

tehdy, kdyz bude platit, ze tanj , £tanj, £EL £tanj, , kde j, jsou uhly, které svirgji

tecny ke grafu funkce f v bodech x; proi = 1, 2, ..., n skladnou ¢&sti osy x kartézské soustavy
souiadnic (O, X, y). Funkce f je funkci konvexni na intervalu

A

| = &; bA protoze vyse zminénou podminku pro libovolny y=x2

pocet bodi tohoto intervalu bezezbytku splinuje. Dokonce je

tato funkce konvexni na celém D(f)!!! Nicméné je zigimé, ze
tato definice je pomérné laxni. Vymezuje sice pojem

S 1/
konvexnosti na intervalu, ale nic nerikd o tom, kdy je dand i . - >

D) A X
funkce konvexni v obecném bodé¢ zdefinicniho oboru e \ "b
Obrézek I.1.11l.a

zkoumané funkce pripadné v obecném bodé intervalu |.
Piesngjsi vymezeni pojmu konvexnosti miize byt toto. Rikéme, ze funkce f je konvexni na
intervalu | pravé tehdy, kdyz pro kazdy bod xo intervalu | jsou vsechny body [x; y = f(X)] nad
tecnou ke grafu funkce f v bodeé [xo; y = f(Xo)]. | zde vsak zatim chybi zésadni predpoklad, ze
totiz zkoumana funkce ma na intervalu | derivaci! Proto se konvexnosti i konkavnosti budeme
hloubgji zabyvat az budeme mit definované derivace a prstencové okoli bodu a budeme tak
moci téchto pojmua vyuzit ve vypoétech.

Abychom nechodili daleko, rozeberme s nyni funkci g: y = = + 5, jejiz graf je na
obrazku  LLIILb. Opé zvolme postupné n  libovolnych  bodi %  pro
i=1,2 .., nzngakého intervalu J = &; bA/ D(f) svlastnosti, ze x; < X2 < ...< X,an % 2.

Funkci g nazveme konkavni na intervalu J pravé tehdy, kdyz bude platit, ze
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tanj, 3 tanj, 3 L3tanj,, kde j, jsou Uhly, které svirgi tetny ke grafu funkce g
v bodech x; proi = 1, 2, ..., n skladnou ¢ésti osy x kartézské soustavy souiadnic (O, X, Y).
Funkce g je funkci konkavni na intervalu J = aa; bA protoze vyse zminénou podminku pro

libovolny pocet bodu tohoto intervalu zcela bezezbytku ‘V
splnuje. A opét je tato funkce konkavni na celém D(g)!!! d

Tato definice ma stgjnou vadu na krase jako ta prechézgjici. j

Presngji pak mizeme definovat konkavnost nésledujicim = Y 1 \' )
zpiisobem. Rikéme, e funkce g je konkévni na intervalu J I ; R [ N\
prave tehdy, kdyz pro kazdy bod xo intervalu J jsou vsechny Y= +5 1

body [x; y = g(X)] pod te¢nou ke grafu funkce g v bodé
[%0; ¥ = g(x0)]. Také tady zatim chybi zasadni piedpoklad Obrézek I.1.111.b

existence derivace funkce g naintervalu J!

V obou predchézgjicich odstavcich pracujeme s oboustranné uzavienymi intervaly | a
J. Takze predpoklad existence derivace funkci f a g v kazdém z vnitinich bodu patii¢nych
intervalu je tieba jesté rozsifit jesté o existenci derivace zprava v levych krajnich bodech a o
existenci derivace zleva v pravych kraginich bodech obou intervali. Pokud bychom tuto
podminku neuvazovali, museli bychom do definic konvexni a konkavni funkce vzit intervaly |
aJ oboustranné oteviené!!!

Do tietice mgjme tuto funkce h: y = 5% — 30x% + 55x — 30. Jedn& se o raciondni
funkci tietiho stupné jejimz grafem je kubické parabola. Koreny jsou postupné ¢islal, 2 a3 a
rozklad na koienove ¢initele je nasledujici: 5(x — 1)(x — 2)(x — 3). Graf funkce h je na obrézku
I.I.IIl.c. Vlastnogti fe¢ené v obou podednich definicich jsou spinény postupné na intervalech
(—¥; 2Aa &, ¥). To znameng, ze naintervalu (—¥; 2/ 4
je funkce h konkdvni a na intervalu
&, ¥) je funkce h konvexni. Je zigmé, ze L2 /
kdybychom  zvolili  zgmovy interval napiiklad _, T / \2,58 ;

(1,42; 2,58), pak dana funkce nebude ani konkévni Lol / 142
ani konvexni protoze vbodé x = 2 se konkévni T y= 530 + 55— 30
prabeh funkce h méni na konvexni. Takovym bodim

Obrézek I.1.11l.c

stouto vlastnogti fikame inflexni body!
Problematikou uréovani inflexnich bodi se budeme zabyvat az v kapitolach
vénovanych prabéhu funkci a to proto, ze k tomu potiebujeme znalost limit a derivaci a s nimi

spojenych vét. Tam také odstranime nedostatecnost vyse uvedenych definic konvexnosti a
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konkavnosti funkci a rozlisime s pojmy ryze konkavni funkce od funkce konkévni a ryze

konvexni funkce od funkce konvexni.

[.I.IV Sudost a lichost funkce
Rikéme, ze funkce f je funkci lichou préavé tehdy, kdyz je defini¢ni obor funkce f

soumérny podle pocétku (tj. pro kazdou hodnotu x 7 D(f) je také —x /' D(f)) a zéroven pro
libovolnou hodnotu x z D(f) plati: f(—x) = —f(X). Podiveime se na piiklad funkce f: y = sin x.
Aby byla funkce f licha, muselo by platit, ze sin(—x) = —sin x. Zigm¢ plati sin(-x) =
= sin(x — 2x). Takze pomoci sou¢tovych vzorci dostavame:

Sin(—X) = SiN(X—2xX) = SiN X XCO0S 2X — COS X Xsin 2X

SN X XCOS 2X — COS X X2 XSiN X XCOS X =

sin x (cos 2x — 2cos” X) =

= sinx (cos” X —sin® X — 2c0s° X) =

= snx(—sn’x—cos’ x) = sinx[(-1)(sin® x + cos’ X)] =

= —sinXx
Tim jsme dokazali, ze funkce f: y = sin x je funkci lichou. Graf funkce sin x nebudu zde
uvadst s odvolanim na skripta Matematika 10, R. Hampl, VOS a SPS Varnsdorf, 2005. Pilny
student si provede diikaz i pro jiné liché funkce jako napiiklad pro funkci y = x°, apod.

Je-li funkce f lichd, pak tikdme, ze jgi graf je soumérny podle pocatku kartézské
souradné soustavy (O, X, ).

Krome¢ funkci lichych rozlisujeme také funkce sudé. Funkce g je funkci sudou praveé
tehdy, kdyz je defini¢ni obor funkce g soumérny podle pocétku (tj. pro kazdou hodnotu
x I D(g) je také —x I D(g)) a zé&roveii pro libovolnou hodnotu x z D(g) plati: g(—x) = g(x).
M¢jme funkci g: y = cos x. Predpokladgime, Ze funkce g je suda a dokazme to. Aby byla
funkce g sudd, musi platit, ze cos(—x) = cos X, kdy cos(—x) mizeme piepsat také jako
cos(x — 2x). Takze dostdvame s pouzitim souctovych vzorcu:

COS(—X) = COS(X —2X) = COS X XCOS 2X + SN X xs5in 2X

= COSX XCOS2X + SN X X2 X5N X XCOS X =

= cosx (cos 2x + 2sn’x) =

= cos X (cos” X —sin’ X + 2sin’X) =

= cos x (Cos® X + sin®X) =

= COSX
Opét jsme dokazali, ze tentokrét funkce g: y = cos X je funkci sudou. Graf funkce cos x zde
také nebudu uvédét sodvolanim na skripta ,Matematika 10, Ing. R. Hampl, VOS a SPS
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Varnsdorf, 2005. Pilny student si také provede ditkaz i pro jiné sudé funkce jako napiiklad pro
funkci y = x*, apod.

Je-li funkce g suda, pak iikame, ze jgi graf je soumérny podle osy y kartézské
souiadné soustavy (O, X, Y).

l.I.LV Extrémy funkce
Sledujeme-li prabeéh funkce, zgiima nas také, v jakych bodech dosahuje extrémnich

funkénich hodnot. To znamend, ze hleddme takové body x z defini¢niho oboru dedované
funkce, ve kterych dosahuje maximdnich, respektive minimanich funkénich hodnot.
Takovym bodim pak tikame v matematice extrémy funkce. Nyni si rozebereme podminky
pro exisenci bodi sextremanimi funkénimi hodnotami a v kapitolach vénovanych prabéhu
funkci se pak na tuto problematiku podivame zevrubnéji a ukézeme s vypocetni aparat
vhodny pravé pro vypocet extrémua funkce.

M¢éjme danou funkci f, kterd je definované na jistém intervalu (a; b), kde ¢ida a, b
patii do mnoziny vsech rednych ¢isel (pozor, jedné se o oboustranné otevieny interval, takze
¢ida a a b nemusi nutné patiit do definicniho oboru funkce f!!!). Dde predpokladeime, ze
existuje &islo xo takové, ze xo I (a; b) atedy také xo / D(f). Rikéme, Ze funkce f mav bodé xo
lokd@lni maximum praveé tehdy, kdyz existuje reané ¢islo d > 0 takové, ze pro vsechny
hodnoty nezévide proménné x I (xo — d %o + @) je f(X) £ f(Xo). Pokud mazeme zvolit rediné
¢ido d > 0 takové, ze pro viechny hodnoty nezévise promgnné x /' (X0 — d X + d je
dokonce f(X) < f(xo), pak iikame, ze funkce f ma v bodé xo ostré lokdni maximum. Interval
(X0 — d X0 + d nazyvame v matematice d-okolim bodu X, a budeme s o ném fikat vice
v kapitoléch vénovanych limitam funkce jedné proménné.

Krom¢ lokdniho maxima mohou mit funkce také lokani minimum. M¢&jme nyni
danou funkci g, kterd je definovana na jistém intervalu (a; b), kde ¢ida a, b patii opét do
mnoziny viech redlnych ¢isel. | zde predpokladejme, Ze existuje ¢idlo Xo takové, ze xo I (a; b)
atedy také xo / D(g). Rikéme, Ze funkce g méa v bodé xo lokdni minimum prévé tehdy, kdyz
existuje redné ¢ido d > 0 takové, Zze pro vsechny hodnoty nezavide proménné
XTI (Xo—d % + djeg(x) ¥ g(X). Pokud mizeme zvolit redné ¢ido d> 0 takové, ze pro
viechny hodnoty nezévisle promgnné x I (xo — d Xo + @) je dokonce g(x) > g(xo), pak fikame,
ze funkce g ma v bodé Xo ostré lokalni minimum.

Lok@8nim maximam a lokanim minimam funkce fikdme souhrnnym nazvem lokani

extrémy.
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Rozsitme nyni oboustranné otevieny interval (a; b) v definicich lokdlnich extrémn
funkce o kragni body a a b. Dostdvdme tak oboustranné uzavieny interval &; bA A nyni
mé&jme funkci h, které je definovéna na tomto intervalu. M&li funkce h v bodé xo 7 &; bA
ngjvétsi funkeni hodnotu ze vsech funkénich hodnot, kterych funkce h na intervalu &; bA
nabyva, je bod x, bud’ lok&nim maximem funkce h na intervalu &; bfia nebo je krgnim
bodem intervalu &; bA tj. xo = a nebo xo = b. Obdobng, mé&li funkce h v bode xo I & bA
negimensi funkéni hodnotu ze vsech funkenich hodnot, kterych funkce h na intervalu &; bA
nabyva, je bod xo bud’ lokanim minimem funkce h na intervalu &; bfia nebo je kragjnim bodem
intervalu &; bA tj. xo = anebo X, = b.

Dukaz pro lokani maximum provedeme takto: ,Neni-li bod X, krainim bodem
intervalu &; b/ existuje ¢ido d> Otak, ze (xo — d o+ d [ &; bA Potom je viak podle
predpokladu h(x) £ h(xo) pro vechna x / (xo — d X + d) ato znamend, ze funkce h ma
v bodé X, lokalni maximum. Podobné pro lokalni minimum.* Dikaz je citovén z knihy , Uvod
do poctu diferencialniho, Prof. Dr. V. Jarnik, Jednota ¢eskosovenskych matematiki a
fysikt, Praha, 1946, str. 287.

Z definic lokdnich extrémi také vyplyvd, ze aby mela néjaka funkce v bodé Xg
lokalni extrém, musi byt prévé bod X vnitinim bodem z§mového intervalu &; b/ Nesmi to
byt jeden z jeho krajnich bodi. Kdyby dana funkce nabyvala své extremalni funkeni hodnoty
v jednom z kragjnich bodi zgmového intervalu, tj. v bodé xo = a nebo X, = b, nemize byt
tento bod povazovan za lokdlni extrém protoze neexistuje zadny oboustranné otevieny
interval (viz. definice lokanich extrémti), v némz by bod a nebo b byl jeho vnitinim bodem!

Pro ilustraci se nyni podiveime na obrazek I.1.V.a. Na ném je graf funkce e y = g(X),
ktera je definovana naintervalu &; b/7 V bodech x;, x5 a Xg ma funkce e ostra lokani maxima,
zatimco v bodech x;, X3 a x; ma funkce e
ostra lokdni minima. Krom¢ toho mé

funkce e lokani maxima — ale neostrd — na

intervalu &u; Xs) a zérovet lokdni minima ey=ex) /
— opét neostrd — na intervalu (X4, Xs/ Y

Takze ve viech bodech intervalu (X4, Xs)

ma funkce e neostrd lokdni maxima a

v

z&oven minimal Bod X4 je neostrym a X1 Xp XsXs XsXe X7 Xg b
lok@inim maximem a bod xs je neostrym Obrézek I.1.V.a

lok@nim minimem.
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Nejvétsi funkeni hodnoty dosahuje funkce e v bodé a, ae tento bod neni mozné
povazovat za lokdni maximum, protoze neexistuje zédny otevieny interval (viz. definice
lokanich extrému), ktery by byl podmnozinou definicniho oboru funkce e a pro ktery by byl
bod a jeho vnitinim bodem! Uvédomme s, ze defini¢cni obor funkce e je vlastné interval
a; bA

l.I.VI Spojitost funkce

Pojem spojitosti funkce jisté umoziuje zcela intuitivni predstavu, ze se jedna o funkci,
jgiz prabéh je spojity, tj. funkce na daném intervalu probiha bez preruseni. Pro prabéh funkce
to tedy znamend, ze v z&dném bod¢ zkoumaného intervalu (muaze jim byt i cely defini¢ni obor
zkoumané funkce) nedochézi k ostrému zlomu (ostré zmeéné funkénich hodnot) této funkce.
Ale v matematice s stouto piedstavou spojitosti funkce nevystatime. Je tieba pojem
definovat nade vsi pochybnost.

Pro nas, jednoduse fe¢eno, bude pojem spojitosti funkce f: y = f(X) vbodé x = X
znamenat, to, ze zménime-li o0 mdlo hodnotu nezévise proménné x, bude se velmi mdo lisit
funkéni hodnota y = f(xX) od hodnoty y = f(xo). Hovofime zde o ,velmi malé€’ zméné jak
hodnot argumentu funkce f tak funkénich hodnot y = f(x). Co ae ,velmi malou“ zménou
téchto hodnot rozumime? Podivejme se na obréazek 1.1.VI.a.

Zvolime libovolné redné ¢ido e> 0. K ¢idu e mizeme ngjit okolo bodu X, interval
(X0 — d % + d), kde d> 0 takovy, ze pro libovolnou hodnotu x / (% — d X + d) se bude
funkéni hodnota f(x) od funkeni hodnoty f(xo) lisit 0 méné nez ndmi zvolené ¢ido e To
znamena, ze bude platit nerovnost: [f(X) —f(xo)| < e

A prévé ony hodnoty e a d ndm vymezuji vyznam dovniho spojeni ,velmi malé*
zmeny. Je zigimé, ze ke kazdému zvolenému e > 0, byt sebemensimu, je vzdy mozné nalézt

¢ido d > 0. Navic velikost

A
¢ida d bude vzdy zaviset na /
volog  &isa e Budemeli “F X0 *ep f(_x_)_f f
dedovat dgje na Growi of 9 / - 101l

mezigalaktickych pozorovani,

budou pro nas dostatecné >
malou zménou hodnoty ¢isel e Xo—d | Xo+d
a d ve velikostech 10° km. DG g

Naopak budeme-li se Obrézek 1.1.Vl.a



http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38

pohybovat ve struktuie atomu, zaénou pro nés byt zajimavé velikosti ¢isel ea dna Grovni 10
19 metru.

Takze definice spojitosti bude vychazet z prave fe¢eného: fikame, ze funkcef: y = f(X)
je spojitd v bodeé xo prave tehdy, kdyz ke kazdému kladnému ¢islo e existuje kladné ¢ido d
takové, ze pro viechny hodnoty x /' (xo— d Xo + @) plati nerovnost |f(x) — f(xo)| < e

Je zitgmé, ze aby byla funkce f: y = f(X) spojita v bodé xo, musi byt nutné definovana
na néjakém otevieném intervalu, jehoz je bod Xp vnitinim bodem!

Ovsem pozor, v definici se nemluvi nic o tom, ze funkce f musi byt nutné definovana
také piimo v bodé xo. Je-li v bodé X, definovana, pak nerovnost [f(X) — f(Xo)| < e je zcela
nepochybné spinéna, protoze [f(xo) — f(Xo)| = 0 < e Ale smyd definice spojitosti se nezmeni,
pokud budeme uvazovat viechnax I (Xo — d %o + @) \ {xo}. Takze definici mizeme prepsat i
nasledujicim zpisobem: fikame, Ze funkce f: y = f(X) je spojita v bodé X, pravé tehdy, kdyz ke
kazdému kladnému ¢ido e existuje kladné cido d takové, Zze pro vsechny hodnoty
XTI (Xo—d X+ d \{x} plati nerovnost |f(x) — f(xo)| < e

Méjme nyni dveé libovolné funkce f: y = f(X) ag: y = g(x), pro které naintervalu (a; b)
plati, ze f(x) = g(x). Mimo interval (a; b) se mohou funkéni hodnoty obou funkci lisit. Chtél
bych nyni ukézat, ze pokud je funkce f(X) vbode xo 7 (a; b) spojita, pak je i funkce g(X)
v tomtéz bodé xo spojita.

Dikaz je nasledujici: pokud je funkce f(X) spojitav bodé xo / (a; b), musi existovat ke
kazdému e> 0 ngjaké ¢islo d> 0 takové, ze pro libovolnou hodnotu x 7 (% — ¢ Xo + d) bude
platit nerovnost [f(X) — f(Xo)] < e Tolik tik& definice spojitosti funkce f(x) v bodé Xo.
Zmensime-li ¢ido e tak, ze knému naezené ¢ido d ndm bude vymezovat interval
(Xo—d %+ d I (a; b), nebude to nikterak definici spojitosti funkce f(x) odporovat. Potom
ale bude jiste platit, ze |g(X) — g(xo)| < e (predpokladame, totiz, Ze na (a; b) plati f(X) = g(x)) a
proto funkce g(x) je také v bodé xo /' (a; b) spojita.

Nyni si zde uvedeme dvé obecné véty o spojitosti funkci v bodé xo. Prvni se bude tykat
spojitosti souétu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci a druhd pak spojitosti funkce slozené.

Méjme dvé libovolné funkce f: y = f(X) a g: y = g(X), které jsou v bod¢ xo spojité.
Potom také funkce |f(x)|, f(X) + g(X), f(X) — g(x), f(X) xg(x) jsou spojité v bodé X, a navic
plati-li, ze g(xo) 1 O, jei funkce f(X) / g(X) spojita

Dukaz s nyni ukézeme pro funkci |f(x)|. Z definice spojitosti vyplyva, ze aby byla

funkce f(X) spojita v bodé X,, mazeme k libovolnému e > 0 ngit d > 0 takové, Ze pro


http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38

jakékoliv x 7 (xo — d %o + d) bude nerovnost [f(X) — f(Xo)| < e spinéna. Podivejme se, jakych
hodnot za téchto predpokladu (vychézejicich z definice spojitosti funkce f(X) v bodé Xo)
nabyva vyraz ||f(x)| — |f(xo)||. Pokud f(xo) bude kladné, pak bude kladné i f(x) (hodnotu ¢ida
e > 0 mohu volit tak, aby ¢ido d> 0 vymezovao interval (Xo — d %o + d), na kterém, pro
libovolné x ztohoto intervalu, bude f(x) také kladné). Vyraz bude mozno upravit do tvaru
[f(X) —f(xo0)| ajeho hodnota bude jisté mensi, nez ndmi zvolené ¢ido ¢ nebot’ se jedna piimo o
podminku spojitosti funkce f(x). Podivejme se jesté na moznost, ze by f(xo) bylo ¢ido zaporné.
Pak i f(x) bude mit zgpornou hodnotu a plati [[f(X)] — |[fC)|| = |- f(X) — [f(X0)]| =
= |- f(x) + f(xo)| = |-{f(X) — f(x0)]|. Pro absolutni hodnotu libovolného rediného ¢ida a plati,
7e |a| = |-a] a proto také [{f(X) — f(xo)]| = |f(X) —f(x0)] < e Mé&me nyni f(xo) = 0. Z definice
spojitosti také vyplyva, ze aby byla funkce f(x) v bodé xo spojita jestlize ze f(Xp) = 0, pak ke
zvolenému ¢idu e > 0, mizeme ngjit ¢ido d > 0 stou vlasthosti, ze pro libovolné
x T (xo—d X% + d bude spinéna nerovnost |f(x)| < e Podivejme se nyni jak vypada vyraz
[IFOQ] — [f(x0)]] pro f(xo) = 0. V tomto pripadé mohou nastat dvé situace, jednak f(x) ¥ 0 a
zadruhé f(x) < 0. Podivejme se na prvni z nich: ||[f(X)| — [f(x0)|| = [IfX)]] = [f(X)| < e(coz jest
opét podminka spojitosti funkce f(X) v bodé xo, kde f(Xg) = 0). Druh& moznost vypada takto:
[IEC] = [T = 1IF)I| = |-f(X)|. Protoze pro absolutni hodnotu libovolného redného cida a
plati, ze Ja| = |-a, bude i |[-f(X)| = |f(X)| < e A tim je dikaz hotov.

Dokazeme s jesté spojitost funkcee f(X) + g(x). Zvolme pro funkci f(X) + g(x) libovolné
e> 0. A takeé pro funkci f(x) ¢ido @ = e/ 2 a pro funkci g(x) ¢ido & = e/ 2 (nic ndm v tom
nebrani). Ze spojitosti funkce f(x) vyplyva, ze k ¢idu g bude existovat ¢ido d; > 0 takové, ze
pro libovolné x 7 (X0 — di; %o + @b) bude |f(X) — f(xo)| < @. Totéz pro funkci g(x), totiz, ze
k ¢ilu & bude existovat ¢islo ¢ > 0 takové, ze pro libovolné x I (Xo — cb; %o + @) bude
[aX) — g(x)| < &. Potom ae pro ¢ido d = min(d; &) > 0 plati: pro libovolné
X (xo—d % + d bude [[fX) + g¥)] — [f(x) + g(X)]| < & + . Protoze de
I[f() + 9] = [f(x0) + 9(o)l| £ 1[f(x) — fFOa)]| + [[9(X) — 9(x0)]| @ & + & = & bude také
[[f) — f)]] + 1[9(X) — g(%0)]| < e Toto je viak podminka pro spojitost funkce f(x) + g(x).
Tim je dikaz hotov. Dasi dukazy necham na pilném studentovi.

Druhou obecnou vétou o spojitosti bude véta, ktera se bude tykat funkci slozenych.
Méjme funkci g: y = g(X) spojitou v bodé x,. DAe méjme funkci f: z = f(y) spojitou v bodé
Yo = g(Xo). Potom dlozena funkce f(g(x)) je také spojita v bodé Xo.
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Provedeme dukaz. Zvolme nyni ¢ido e > 0. A nyni musime zjistit, jestli existuje
k ndmi zvolenému ¢&islu e ¢ido d > 0 takové, ze pro viechny x 7 (X — d X + @) plati
nerovnost [f(g(x)) —f(g(xo))| < e

Podle definice ¢ida yo je mozné psét |f(g(X)) — f(yo)| < e Protoze je funkce f(y) v bodé
Yo SPOjita, mizeme pro libovolndy 7 (yo— a; Yo + a) psét |f(y) —f(yo)| < e Protoze je i funkce
g(x) podle predpokladu spojita v bode Xo, existuje ke kazdému a > 0, které jsme prave dostali,
gido d> 0 takové, ze pro viechny x /' (X0 — d Xo + @) mazeme psét [g(X) — g(Xo)| < a, nebo-li
[9(X) — Yo| < a. Mgjme tedy libovoIné ¢islo x 7 (% — d X + d). Potom bude platit
|9(X) — Yol < a a tedy bude platit [f(y) — f(yo)| < eatedy [f(g(x)) — f(yo)| < etim je véta
dokazéna, protoze ono hledané ¢islo d> 0 jsme nakonec nasli!

Ted se podiveime jesté jednou na funkci f: y = \/5—)(2 anajgi graf. Je na obrazku
defini¢nim obore této funkce je jisté interval & +/5; /54 Na A

tomto intervalu je funkce f definovana a navic v kazdém bodé

oboustrann¢ otevieného intervalu (- +/5; +/5) je funkce f i

spojita. Podiveime se ale na pripad, kdy xo = /5, ktery lexi

v definicnim oboru funkce f(x). Podle definice spojitosti funkce

f(x) zvolme jisté e > 0. K nému neni problém ngjit ¢ido d > 0.
Ale sdalsi ¢asti definice spojitosti bude zadrhel. Sama definice
bude spingna na intervalu (v/5 — d /5 A tim spise pak naintervalu (/5 — d +/5). A uréite

Obrézek I.1.VIL.b

spinéna nebude (a ani nemiize byt) pro interval (+/5; +/5 + d) protoze tento interval jiz neni
podmnozinou defini¢niho oboru zkoumané funkce f(x). Je vidét, ze si zde s dosavadni definici
spojitosti v bodé xo nevystatime. Ale preci jen je zigmé, ze funkce f(X) bude v bodé Xg
néjakym zpusobem spojita. Abychom mohli postihnout i tyto pripady, zavadime pojem
Spojitosti zprava a pojitosti zleva v bodé xo.

Rikame, ze funkce f: y = f(X) je spojitd v bodé xo zprava pravé tehdy, kdyz ke kazdému
zvolenému ¢idu e> 0 mizeme ngjit ¢ido d> 0 takové, ze pro libovolnou hodnotu nezavide
proménnéx I &o; %o + d) plati nerovnost |f(x) —f(xo)| < e

Podobn¢ definujeme spojitost funkce zleva. Rikame, ze funkce f: y = f(X) je spojita

v bodé X, zleva pravé tehdy, kdyz ke kazdému zvolenému ¢idlu e > 0 miazeme ngjit ¢ido

A\ 4
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d> 0 takové, ze pro libovolnou hodnotu nezavise proménné x I (o — d XoAplati nerovnost
[f(x) —f(x0)| < e

A stginé jako v definici spojitosti | zde miazeme bez jakéhokoliv viivu nahradit interval
Ao, Xo + 0) intervalem (Xo; Xo + @) ainterva (Xo — d, xoAintervalem (Xo — d Xp). Smyd obou
definic se nezmeéni! Opét, je-li na &o; b), kde ¢ido b > Xo, pro vsechna x z tohoto intervalu
platna rovnost f(xX) = g(x) a zaroven je funkce f(x) v bodé X, spojita zprava, je také funkce g(x)
v bodé xo spojita zprava. Je-li na (a; xo/7 kde ¢ido a < xo, pro vsechna x z tohoto intervalu
platna rovnost f(X) = g(x) a zérovei je funkce f(x) v bodé xo spojita zleva, je také funkce g(x)
v bodé X, spojita zleva.

Z definic spojitosti funkce zprava a zleva vyplyva jedna dulezita véta: Funkce f(X) je
spojita v bodeé xo prave tehdy, jestlize je spojitd v tomto bodé zprava a zéroven zleva.

Veéta definujici spojitost funkei |f(X)], f(X) £ g(x), f(X) xg(x) apro g(xo) £ 01 f(X) / g(X)
plati bezezbytku i v pripadé, ze budeme piredpokladat spojitost funkci f(x) a g(x) zprava nebo
Zleva

Ale pozor, prestava platit v pripadé spojitosti zleva nebo zprava véta, kterd nam
vymezovala pojem spojitosti dozenych funkci! Vlastnosti  spojitosti  dozenych funkci
nemizeme pro ,jednostranné’ spojitosti vyuzit!!!

[.II Limita funkce jedné proménné

LIl Prstencové okoli bodu xg

V odstavcich vénovanych spojitosti funkci byl pro nés dulezity interval (xo — @ %o + d)
vyznamnou roli. Ale jesté nez zatneme, musime si objasnit nékteré nové pojmy, na kterych
budeme dale stavét. Jedna se o, dtokoli bodu X a ,prstencoveé okoli bodu X, Nevédomky
jsme s nimi jiz pracovali, e nepouzivali jsme tohoto oznaceni.

Vyznam pojmu totiz vystihuji prévé zminéné intervaly zalozené na existenci ¢ida d
Takze d-okolim bodu Xy rozumime interval (Xo — d Xo + @), ktery v textu oznacujeme U(xo, 0),
kde ¢idlo d je dostatecné malé, presto kladné, redné ¢ido, vyjadiujici malou zménu hodnot
nezédvise proménné x v bodé x = xo. Pokud nemize dojit k zdméné a je zcela ztggmé o jakou
hodnotu d se jednd, pak v zapisu dtokoli bodu X, symbol d vynechdvame a piseme U(Xo).
Dalsi mozné zapisy jsou tyto: V(xo), W(Xo). Dulezitym faktem je, vliastni bod X, do U(xp) patii!
Kromé toho rozlisujeme jesté pravé d-okoli bodu X U™ (Xo) a levé d-okoli bodu xo U™ (Xo)
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jgjichz vyznamem jsou intervaly U™ (Xo) = &o; %o + @) aU7(Xo) = (Xo — d Xo/iato v ndvaznodti
na spojitost funkce zprava nebo zleva.

Prstencovym okolim bodu %, pak budeme rozumét interval (xo — d X0 + @) — {Xo}.
Budeme jg oznacovat P(Xo, d), kde ¢ido d ma stejny vyznam jako v predchazejicich pripadé.
Opét pokud nemuze dojit k mylce, vynechavame symbol d a piseme P(xp). A pozor, do P(xo)
bod X, nepatii!!! | vtomto pripadé rozlisujeme jesté pravé prstencové okoli bodu X, P* (o) a
levé prstencové okoli bodu xo P (xo) jejichz vyznamem jsou intervaly P*(xo) = (Xo; %o + d) a
P(x) = (X0 — d Xxo) ato opét vnavaznosti na spojitost funkce zprava nebo zleva. Pilny
student s tyto intervaly znazorni na ¢iselné ose.

V limitnim poctu jesté mnozinu vsech redlnych ¢isel R rozsifujeme o symboly + ¥
(plus nekonecno) a —¥ (minus nekonecno). Takto rozsifenou mnozinu vsech redlnych ¢isel
znacime R™. A bude sikovné, kdyz budeme védst, jak vypada prstencové okoli téchto bod.
Jednak plati, ze U+ ¥) = P(+¥) = P(+¥) a také U(-¥) = P(-¥) = P'(-¥). Pravé
prstencové okoli +¥ a levé prstencové okoli —¥ totiz neexistuji! K definici téchto pojmi
musime sahnout k trosku abstraktni predstave.

LILII Pojem vlastni limity funkce jedné proménné ve vlastnim bodé
Podiveime se na funkci f: y = In x. Jedn& se o logaritmickou funkci, jegimz defini¢nim

oborem je interval (0; +¥). Chceme védét, jak se chova funkce f v okoli bodu x = 1 (pojem
,O0koli bodu“ ma nyni prévé ten vyznam, jaky jsme mu pridélili v predchézejici kapitole a
tento vyznam bude mit i pro vsechny ostatni kapitoly téchto skript!). Dosazujme nyni hodnoty
blizké jedni¢ce (ovsem ne rovny jedné!) do piepisu funkce f a uvidime, ze se funkéni hodnoty
budou blizit 0. Rikéame tedy, ze funkce f ma v bodé x = 1 limitu rovnu 0. V tomto piipadé
navic je také f(1) = In 1 = 0, ale to pro limitu jako takovou nema valného vyznamu (na rozdil
od spojitosti funkce!). Pro¢, to si ukazeme hned v nasledujicim prikladé.

X

Definujme s jinou funkci. Funkci g: y =

. Na prvni pohled je zigimé, ze pro

hodnotu nezavide proménné x = 0 nebude mit vyraz smys. Tuto hodnotu tedy musime
z defini¢éniho oboru funkce vyjmout. Potom tedy D(g) = R — {0}. Ve vsech bodech, kromé
bodu x = 0, je funkce g definovana a je spojita (viz. kapitola I.1.V1). Bude nas tedy eminentné
zgjimat, jak se funkce g chova prave v okoli bodu x = 0. Opét dosazujme do piedpisu funkce
hodnoty blizké nule (ne vsak rovny nulal). Funkéni hodnoty funkce g v okoli bodu x = 0 se
budou blizit 1, budou se od jedni¢ky jen o mélo lisit. Rikame tedy, Ze funkce g ma v bodé
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x = 0 limitu rovnu jedné! Ovsem vtomto pripadé nebyla funkce g vbodé x = 0 vibec
definovénal Vsimnéte s rozdilu v porovnani s predchazejicim prikladem. V okoli bodu x = 0
se funkeni hodnoty jen o méo lisi od jedné, piesto vsak nelze hovorit o hodnoté funkce
v bodé x = 0, ae jen o limité této funkce v bodé x = 0!
f: y = f(X) mavbodé x = Xo (ve které nemusi byt definovana) limitu rovnu A pravé tehdy,
kdyz ke kazdému kladnému ¢isdlu e existuje kladné ¢ido d takové, ze pro vsechny hodnoty
x T [P(Xo) = (Xo—d %o + A\{xo}] plati: |[f(X) — Al < e S odvolanim na definici spojitosti musi
byt jasné, co tato definice iika

Jinymi slovy, pro hodnoty x blizké X (ale od % odlisné) jsou funkeni hodnoty funkce f
ve viech bodech prstencového okoli bodu xg blizké ¢idu A. Definice samo o sob¢ nic nefika o
tom, ze by funkce f musela byt nutné definovana v bodé xo! Existence limity ani jgi hodnota
nezavisi na funkéni hodnoté f(xp) v bodé %o a dokonce nezavisi ani na tom, zda je funkce f
vtomto bod¢ definovanal!! Zminén& definice se da zapsat i jazykem matematiky takto:
lim f(x)=A0 ("e>08d>0:"xT P(x,):|f(x)- A<e).

X® X,

Stejné jako jsme k definici spojitosti funkce v daném bodé pripojili i definice tykajici
se spojitosti funkce v daném bod¢ zprava a pak i zleva, definujeme pojem limity funkce
v daném bod¢é zprava i zleva. Definice limity zménime tak, ze pro limitu v bodé x, zprava
budeme uvazovat viechna x z pravého prstencového okoli bodu Xp a pro limitu funkce v bodé
Xo Zleva budeme uvazovat levé prstencové okoli bodu Xo.

Tak ob& definice budou vypadat nésledovné. Rikdme, Ze funkce
f: y = f(X) mdvbodé x = X (ve které nemusi byt definovana) limitu zprava rovnu A prévé
tehdy, kdyz ke kazdému kladnému ¢islu e existuje kladné ¢ido d takové, ze pro vsechny
hodnoty x /' [P*(x0) = (Xo; %o + @] plati: [f(X) —A| < e

Rikame, 7e funkce f: y = f(X) mav bodé x = xo (ve které nemusi byt definovana) limitu
Zleva rovnu A pravé tehdy, kdyz ke kazdému kladnému cislu e existuje kladné cido d'takove,
7e pro viechny hodnoty x 7 [P'(x) = (X — d Xo)] plati: |f(X) — A| < e Opét se v ani jedné
definici nemluvi o f(xp), protoze jak P*(xo), tak i P'(xo) jsou otevienymi intervaly! Smyd
definic je stgjiny jako definice oboustranné limity.
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Limitu funkce f(x) v bod¢ X, zapisujeme znakem IE@m f(X), limitu funkce f(x) v bodé
X® X
Xo zprava zapisujeme lim f(x) a nakonec limitu funkce f(x) v bodé x, zleva zapisujeme
X® X3

znakem lim f(X).
X® X

Jestlize tedy napiseme, ze IE@m f(X) = A pak tim tvrdime, Ze jednak limita funkce f(x)
X® X

v bodé xo existuje a zadruhé, Ze je pravé rovna ¢islu Al Podobné pro levostrannou a
pravostrannou limitu.

Dostavame se tak jedné ze zékladnich vét o limitéch. Totiz, Ze funkce f(X) ma v bodé
Xo Vzdy nejvyse jednu limitu, nejvyse jednu limitu zprava a nejvyse jednu limitu zleval

Dokazme toto tvrzeni. Predpokladejme existenci dvou ¢isel A a B. ktera jsou limitami
funkce f(x) v bodé xo. Zvolme tedy ¢ido e = 0,5 x|A — B|, coz je ¢ido jist¢ kladné. Podle
predpokladu existence dvou limit A a B funkce f(x) v bodé xo musi k ¢islu eexistovat ¢ida di,
b, pro kterd plati: pro libovolné x 7 Py(xo) je |f(X) — Al < ea pro libovolné x 7 Pa(xo) je
[f(X) — B| < e Vezméme nyni mensi z Cisel di, db a oznaéme jen dhin. Pak pro libovolné
X I (X — Ghin; Xo + Ghin) bude |A —B| = |A —f(x) + f(X) — B| £|A—f(x)| + |f(X) — B|. Podle
existence limit A aB musi byt |A —f(X)| + |[f(X) —B| < e+ g tojest |A—f(X)| + [f(X) — B| < 2e
atedy |A — B| < 2e To je de ve sporu s nasim pocétecnim predpokladem, ze 2e= |A — B.
Tim je véta dokazéna.

Dalsi dilezitou vétou o limitach je, ze funkce f(X) ma limitu v bodé X, pravé tehdy,
kdyz ma limitu zprava i limitu zleva v tomto bod¢ a tyto dvé limity se rovngji! Jinak feceno,
1!@@0 f (x) = A prave tehdy ajen tehdy, kdyz )!(I@I’Do f(x)= )!(I@I’Do f(x)=A.

Tuto vétu si dokazovat nebudeme a pilny student si dikaz jisté provede sdm. Dikaz je
také proveden v knize ,, Uvod do poctu diferencidlniho® od Prof. Dr. V. Jarnika na strané 184.
My s zde ale ukazeme dva priklady, které ndm smyd této véty objasni. Prvnim z nich je jiz

s e -1
zminéna funkce g: y =

adruhd bude funkce f: y = 1 . Ob¢ funkce maji stejny definiéni
X

obor, totiz vsechna redlna ¢isla kromé nuly. Pro nulu ngisou tyto funkce definovany a tak nés
bude zgjimat, jak se v okoli tohoto bodu chovaji.

X

Vezméme s ngprve funkci g: y = € . Zkusme rozdélit okoli bodu 0 na dv¢ ¢asti.

Jednak postupné zkusime dosazovat hodnoty, které se hlizi nule zprava (jsou tedy o méo

vétsi nez je nula) a za druhé budeme dosazovat hodnoty, které se hlizi nule zleva (ty jsou o
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méo mensi nez je nuld). V prvnim piipadé zjistime, ze se
nam funkéni hodnoty funkce g(x) budou blizit jedné, y
respektive se budou blizit a budou vzdy o néco mdo
vétsi nez jedna Cim se bude hodnota nezévisle

proménné x priblizi vice nule, funkéni hodnoty se tim 1
vice budou jedni¢ce blizit ato shora. V tomto pripadé ma ¢ ) >
v R =0
tedy funkce g(x) vbodé x = 0 pravostrannou limitu ,X°
Obrézek I.11.1l.a

rovnu prévé jednicce. Budelli se hodnota nezévise
proménné x blizit k nule zleva, budou se funkéni hodnoty funkce g(x) blizit jedné, ale budou
vzdy mensi nez jedna. A pravé v limitnim piipadé se budou funkeni hodnoty funkce g(x)
blizit k jednicce. Takze funkce g(x) ma v bodé X, = O levostrannou limitu rovnu opét jedné.
Pro funkci g(x) tedy plati, ze jgi, ze se jgi levostranna a pravostranna limita v bodé xo = 0
rovna a proto tato funkce malimitu, ato jednicku. Viz. obrézek 1.11.11.a.

Podivejme se nyni na funkci f. Definicnim oborem této funkce jsou opét vsechna
reana ¢ida mimo nuly, v tomto bodé neni funkce definovanal Jedna se o nepiimou Umérnost
jgjiz grafem je rovnoosa hyperbola (viz. obrézek I.11.11.b). Okoli bodu xo opét rozdélime.
Jednak na interval P*(xo) a zadruhé nainterval P'(xo). V pravém prstencovém okoli bodu o je
situace nésledujici. Blizime-li se k tomuto bodu zprava, pak nam funkéni hodnoty funkce f(x)
rostou nade vsechny meze, tedy k hodnoté¢ +¥. To
znamena, ze limita funkce f(x) v bodé X, = 0 zprava je 1
rovna + ¥. V levém prstencovém okoli bodu X, je tomu
trochu jinak. Blizime-li se bodu xo = 0 zleva, pak nam
funkéni hodnoty funkce f(X) klesgji pode vsechny meze,

A~
v

tedy k hodnoté —¥. Funkce f(x) ma proto v bodé xo = 0
levostrannou limitu rovnu —¥. Je vidét, ze se
levostranna limita funkce f(X) nerovna pravostranné a

proto musime prohlésit, ze zkoumana funkce v bodé

Xo = 0 limitu nema. Jinymi slovy, v bodé X, = 0 limita Obrazek 111.11.b
funkce f(x) neexistuje!

Z vyse feceného je mozné udélat nékolikero zavéra. Predné, mali néjaka funkce
vbodé X limitu, pak je zkoumana funkce definovana ve vsech bodech

P(Xo) = (Xo—d %o+ d) \ {Xo} pro d> 0.V bod¢ X funkce nemusi byt (ale miize) definovana.
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Pokud ma funkce limitu zprava v bodé xo, pak je jisté definovana na P*(xo) a pokud existuje
jgi limita zleva v bodé xo, pak je funkce definovana na P (xo).

Piedpokladgme existenci intervalu (a; b) v némz lezi bod X, takovy, ze ve viech
bodech intervalu (a; b) mimo negvyse bod X je f(X) = g(X). Za téchto podminek pokud
existuje l!@rgo f(x), pak také existuje l!@rgo g(x) a navic l!@ryo g(x) = l!@ryo f(x). Coz vyplyva
z toho, ze limita neni vlastnosti globalni, tykajici se celého defini¢niho oboru funkce, nybrz je
svym charakterem vlastnosti lokalni s pusobnosti na néjakém omezeném intervalu. Pro Ucely
limity je timto intervalem prstencové okoli bodu X, piipadné levo- ¢i pravostranné prstencové
okoli bodu xo.

V kapitole 1.1.VI jsme s definovali spojitost funkce v bodé x,. Nebylo by mozné
definovat spojitost funkce v bodé X, také pomoci limit? Srovnanim obou definic, totiz definice
spojitosti funkce f(X) v bodé xo a definice limity funkce f(X) v bodé xo, musime dojit nutné
k zavéru, ze definovat spojitost funkce pomoci limit neni nic jiného, nez polozit dalsi vétu o

limitéch: funkce f(x) je spojita v bodé xo pravé tehdy, kdyz plati I!@m f(x) = f(X,). Jnymi
x® X

dovy to znameng, ze funkce f(X) je v bodé Xo spojita prave tehdy, existuje-li v tomto bodé
limita atato limita je rovna pravé funkeni hodnoté funkce f(x) v bodé xo, tedy hodnoté f(xo).

Jednoduchou obménou této definice pomoci zameény existence limity za existenci
levo- resp. pravostranné limity, definujeme spojitost funkce z leva resp. zprava.

Mame definovany pojem limity a také popsany a dokazény nekteré (podotykadm, ne
vsechny) vlastnosti limit. Bylo by vsak Ucelné, kdybychom slimitami dokézali dde pocitat.
To znamena, abychom uméli vypocitat negen limitu ngjaké funkce, ae také limitu souctu
nékolika raznych funkci, limitu jegich rozdilu, sou¢inu pripadné podilu, limitu slozenych
funkci, atd.

K tomu, abychom byli schopni tyto limity pocitat, nam dava navod jedna
z ngiz&kladngjsich vét o limitéch. Proto s ji také celou dok&zeme. Mé&me dvé funkce

f:y=1(x) ag: y= g(x) anecht Ii®m f(x)=Aa Ii®m g(x) = B. Potom plati, ze:
X® Xy X® Xy

=[A

2 Iim[f (x)+ g(x)] =lim f(x)+limg(x) = A+B
X® Xo x® Xo x® Xo

®  tim|f(9]=im £(9

(3 lim[f(x- g()]=lim f(x)- im g(x) = A- B

(4 lim[f(x>g(x]= fim f(x)xim g(x) = A8
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lim f(X)
ef(X)U x® % _é,pokud limg(x)=B* 0
x® xoeg(x)u )I(!@ryo gx) B X® X,

©)

Dukaz c¢asti (1) bude velmi jednoduchy. Zvolme libovolné e > 0. Bude k nému jisté
existovat d > 0 takové, ze pro libovolnou hodnotu nezavide proménné x z P(xo) bude platit

[f(xo)) — Al < e To de znamena, Ze bude také platit za téchto podminek i rovnost

=|A.

Dukaz casti (2) a (3) je podobny dikazu spojitosti funkce f(X) + g(x). Zvolme tedy

[[f(x0)| —|A|| < eatedy Iim|f(x)| :‘Iim f(X)
X® X X® Xg

e > 0. Potom také 0,5 xe > 0. Podle predpokladu existence limit funkci f(x) # g(x) budou
existovat ¢ida b > 0, ch > 0 takova, ze pro libovolné x I Py(xo) plati |f(X) — Al < 0,5 xeapro
libovolné x 7 Pa(xo) plati |g(x) — B] < 0,5 xe Mé&me nyni dnn = min(ch, &). Pak pro
x T P(xo) = (xo—d X0+ A\ {xo} je[f(X) —A+ g(x) —B| £]f(x) —A| + |g(x) —B| < & protoze
je 05 xe+ 05 xe= e Podobné pro x I P(x) = (X — d % + d \ {X} dostéavame
[f) —A—9g(X) + B| £]f(x) —A] + [B-g(x)| < &

Dokazme nyni ¢ést (4). Podle piedpokladu musi platit pro néjaké e > 0 a k nému
nalezené d > 0, ze pro libovolné x I P’ (xo) plati nerovnost [f(X) xg(X) — A XB| < e Rozlozme
vyraz v absolutni hodnot¢ takto: f(x) xg(x) — A xB = [f(X) — A] xB + [g(X) — B] *f(X), budeme
jg dale potiebovat. Dée z predpokladu existence limity funkce f(X) vyplyva, Zze pro néjaké
¢ido @b > 0, které jisté existuje, je Pi(Xo) tek, ze pro libovolné x 7 Pi(xo) plati
[f(X) — A] < 1. Zrgime |f(X)| = |A + f(x) — Al £]A| + |f(X) —A| < |A] + 1. Vrarme se k pavodng

zvolenému cidu e a vypoctéme cislo e = Pak také plati nerovnost

[A+[B+1 IBI

a > 0 a k tomuto ¢idu mizeme ngjit dvé ¢ida &b > 0, ¢ > 0 tak, aby platilo pro libovolné
x I Pa(xo), ze [f(X) — Al < & azadruhé aby platilo pro libovoIné x /' Ps(Xo), ze |g(xX) — B| < &.
Takze nakonec pokud polozime d = min(ch, ch, k), pak pro libovolnou hodnotu x /7 P(xo)
plati podle vyse feceného, ze [f(X) xg(X) — A xB| < (JA| + 1) xa + |B| xa = e To je de

podminka existence limity atim je ¢&st (4) definice dokazanal

A konetn¢ dukaz ¢ésti (5). Protoze plati I|m fx) _ =lim f(x)xi, staci dokazat
0 g(x) @ 9(x)

pouzeto, ze I!@mﬁ—% za predpokladu, ze I|m g(x)=B?* 0. To vse proto, ze my predem
x® X

predpokladame, ze existuje limita funkce f(x) v bodé X, ata je rovna Al Je-li B * 0, pak jisté
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|B| > 0. Predpokléadejme existenci ¢isla ¢ > O tak, ze pro libovolné x 7 Piy(xo) plati
|g(x) — B| < 0,5 ¥B|. To znameng, ze |B| £]g(X)| + |B—9(X)| < |g(X)| + 0,5 ¥B|. Z prvniho a
posledniho ¢lenu nerovnosti je zigmé, ze |B| — 0,5 x|B| < |g(X)| a tedy |g(X)] > 0,5 x|B.

_|B-9(¥|_B- 9™

_|B><g(x)| EBZ
2

volme &idlo e> 0 a k nému vypoctéme ¢islo e = 0,5 xB? xe K ¢idu e najdeme nyni ¢ido

L1

Takze bude platit:
g(x) B

. Z existence limit podle predpokladu

takové, ze pro libovolnou hodnotu x /7 Pa(Xo) je [g(X) — B| < . Za ¢ido d ted polozme
d = min(d,, &) a podle posednich dvou nerovnosti pro libovolné x 7 P(x) je

i-1< & =e a to znamena, ze skutetné Iimizl. Tedy plati
99 B] 1g: ®%g(x) B
2
f(x) _ 1

lim lim f () x— = Ax= =2 A timjsmei tento bod definice dokézalit
g e Vg B B

Nutno podotknout, ze dokazovana definice plati jak pro oboustranné limity (viz. pravé
provedené dikazy), tak i pro levostranné resp. pravostranné limity. Staci v definici nahradit
dovo limita dovem levostrannd resp. pravostranna limita. Slovy ,limita“, ,levostranna

limita* a, pravostranna limita“ nyni rozumim i z&pisy postupné lim, lim a lim .
X® X,  x® % x® x5

Vyse v textu jsem uz naznxil, ze by bylo také dobré mit ngjaky néstroj, jak pocitat
limity slozenych funkci. Uvidime pak sami, jak sikovné to bude. Podiveime se nyni na tuto

otézku.
Zddo by se, ze stati limitu spojité funkce f(g(x)) .
definovat podobné jako spojitost. Tedy: plati-li > ]
I A
. _ . _ . . n Fe
Q@rgo gx) =y, a ;g@n;lo f(yy=A, pak je i N - o
IE@m f(g(x))=A. To wvsak stacit nebude. Duvod
X® X
demonstrujeme na nadedujicim  prikladé. Mégme ™
definovanou vnitini funkci g: y = g(x) = 1 pro libovolné 1] y=9% T =
x I R. A také funkci f(y), kdeproy = 1jef(y) = 2 apro >
Obrézek 1.11.11.c

vsechnay 1 1 je f(y) = 3. Obé funkce ukazuje obrazek

lIl.Il.c. Podle zadani bude IE@m g(x) =1 ato pro libovolné xo I R. Takze mazeme psét, ze
X® X,

Yo = 1. Potom bude Iigwl f(y) =3, protoze viechny hodnoty y se sice budou blizit hodnoté 1,
y
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ale nebudou ji rovny. Podiveite se jesté jednou na predpis nasi zkoumané funkce! A ted’

srovngme: plati sice, ze Iig} f(y) =3, ale také plati, ze f(g(x)) = f(1) = 2 ato pro kazdé
Y
x I R, coz v praxi znamena, ze lim f(g(x)) =2 opet pro libovolné xo I R! A to je spor,
x® X
protoze Iig} f(y)? IE@m f(g(x)). Takze je treba néco zmenit, aby definice limity spojité
y X® Xo

funkce nebyla zdrojem sporu. Zaroven nam vsak tento piiklad dava odpoveéd’ na otazku, co je
zde chybného ataké navod, jak je tieba definici doplnit.
Definice limity slozené funkce je tedy tieba formulovat takto: necht’ je Ig@m a(x) =y,
x® X

a IE@m f(y) = A. Rikame, ze IE@m f(g(x)) = A préve tehdy, kdyz existuje ¢islo D> 0 takove,
Y® Yo X® Xy

7e nerovnost g(x) X A plati pro viechnax /' [(Xo — D, Xo + D) —{Xo}]. Tuto vétu si dokazovat
nebudeme (dtikaz proveden v knize ,Uvod do poctu diferencidlniho® od Prof. V. Jarnika na
strané 192), dle uk&zeme s jgi uziti na priklade.

x2-1

Dokazme nyni existenci limity: |I(g} € 71 =1. Existenci té&o limity ukazeme podle
X X -

posledng uvadsné definice pro limitu slozené funkce. M&jme tedy y = g(X) = ¥* — 1 a potom

e’ -

limita piejde ve tvar limitovana funkce pigde na tvar f(y)= Plati, ze

e’-1
y

. A . .
|Img(X)—|>!(g}(X -1)—0 apak i U&f(y)—bgg

x®1

=1. Takze podle definice opravdu

X2-1

e
plati lim—;

im—z 7 =1 ato prave tehdy, jestlize se podaii ngjit takové ¢ido D> 0, ze nerovnost
g(x) 2 0 bude spinéna pro viechnax 7 [(1 = D 1 + D) —{1}]. Vyraz ¥* — 1 je roven nule
pouze pro X = #1, pro z&dna jina xI' Vezmemeli napriklad libovolnou hodnotu
x I [(<1; 3) —{1}], potomjist& x 1 ax ¢ —1 aproto také x> —1 1 0. Znamena to, ze mohu
¢ido Dvolit napriklad takto D= 2 atim je dikaz proveden!

Pokud chci tedy dokazat, ze n¢jaka funkce f ma v bode Xo limitu rovnu A, pak musim
dokazat, ze ke kazdému kladnému cislu e existuje kladné ¢ido d takové, ze pro libovolnou
hodnotu x z intervalu P(xp) = [(Xo — @ %o + @) —{Xo}] bude spinéna nerovnost [f(X) —A] < e A
pii vysetrovani téchto podminek existence limity staci, abychom nejdiive zvolili n¢jaké
kladné e a pak se omezili jen na kladné hodnoty e které jsou mensi nebo nejvyse rovny

préavé ¢idu a. Dok&zeme-li, ze ke kazdému kladnému e £ g existuje kladné ¢ido d majici
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nami pozadované vlastnosti, pak také toto ¢ido dexistuje jisté i pro kazdé e> g! Stgne tak i
v pripadé jednostrannych limit.

LILIII Pojem nevlastni limity funkce jedné proménné ve vlastnim bodé
Az do této chvile jsme se zabyvali vlastnimi limitami funkci v jgjich vlastnich bodech.

Pojem vlastni limity A libovolné funkce f pro nas znamenal, ze se jednalo o hodnotu A
zmnoziny vsech rednych cisel. Podobné viastni bod funkce byl pro nas bodem bud’
z defini¢niho oboru uvazované funkce f a nebo to byl bod mimo jeji defini¢ni obor, ale také
ndlezel do mnoziny vsech redlnych ¢iseal.

Zde se vsak situace zmeni. Zavedeme s pojem nevlastni limity n¢jaké funkce f v jgim

vlastnim bodé. Podivejme se na funkci f :y= . Jgjim defini¢nim oborem jsou vsechna

1
-2
reana ¢ida, krome¢ hodnoty x = 2. Podivgime se nyni, jak vypada graf funkce f v okoli pravé
bodu x = 2. Budeme-li se hodnoté x = 2 blizit zprava, bude nabyvat jmenovatel stdle mensich
hodnot (ale vzdycky kladnych), které se budou blizit nule (nikdy vsak nebude hodnota
jmenovatele rovna nule!). To znamend, ze funkéni hodnoty funkce f budou naproti tomu
nabyvat stdle vétsich hodnot a v limitnim pripadé R
porostou nade vsechny meze! Vzhledem k absolutni
hodnoté v predpisu funkce f tomu bude stein¢ i tehdy,

budeme-li se k bodu x = 2 blizit zleva. Takze mizeme

fici, ze funkéni hodnoty funkce f v okoli bodu x = 2 _— H >
rostou nade vsechny meze, tedy k +¥. V takovém

pripadé iikame, Ze limita funkce f pro x ® 2 je rovna Obrazek LI1.Ill.a

+ ¥. Graf funkce f je zobrazen na obrazku I.11.11l.a. Pilny student se jiz sdm zamydli nad tim,

jak by podobna Uvaha vypadala v piipadé, ze by v piedpisu funkce f chybéla absolutni
hodnota. Limita takto vzniklé funkce by totiz pro x ® 2 neexistovalal

Nebyl by patrné zédny problém zkonstruovat funkci g, jgiz funkéni hodnoty by
v okoli jistého bodu x klesali pode vsechny meze a ktera by tak méla v uvazovaném bodé x
limitu rovnu —¥. Stilo by jen ve funkci f vzit ¢itatele z mnoziny vsech rednych cisel
mensich nez nula (tedy zapornych).

Pojem nevlastni limity n¢jaké funkce neni tedy nic jiného, nez ze hodnota A uréované

limity je rovnabud’ + ¥ anebo —¥. A mazeme pristoupit k samotnym definicim.
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Rikdme, ze funkce f(X) ma v bodé X, nevlastni limitu +¥ pravé tehdy, kdyz ke
kazdému rednému ¢idu K existuje redné ¢ido d > 0 takove, Zze pro libovolnou hodnotu

x I P(xo) plati, ze f(x) > K. Tuto skute¢nost pak zapisujeme: lim f(x)=+¥ .
X® X,

Analogicky, funkce f(X) ma v bodé X, nevlastni limitu —¥ préavé tehdy, kdyz ke
kazdému rednému ¢idu K existuje redné ¢ido d > 0 takove, Ze pro libovolnou hodnotu

x I P(xo) plati, ze f(x) < K. A zépis vypada takto: IE@m f(X)=-¥.
x® X

Zcela analogicky se také definuje levostranné a pravostranné nevlastni limity funkce

f(x) vbodé x a v matematice je postupné zapisujeme: I(i@m f(x) =+¥, I(i@m f(x)=-¥%,
X® X X® Xg

lim f(x) =+¥, lim f(x) =-¥. Prgtencové okoli bodu X, nahrazujeme u prvnich dvou
x® x§ X® X3

symbola v definicich za levostranné prstencové okoli bodu X, a u druhych dvou symboli pak
za pravostranné prstencové okoli bodu Xo.

Je ztggmé, Ze pokud existuje k néjakému K; ¢ido d > 0 takové, ze pro libovolnou
hodnotu x z P(xo) bude f(x) > K;, pak bude ur¢ité existovat takove ¢iso d> 0 i ke kazdému
K < K; (dokonce mizeme pro K vzit stginé ¢ido djako pro K, protoze z nerovnosti f(xX) > K;

plyne také, ze f(x) > KI!). Takze pti vysetiovani platnosti zapisu IE@m f(X) =+¥ posti se
X® X

omezit jen na hodnoty K, které jsou vétsi nez libovolné zvolené Kj. Anaogicky pfi

vysetfovani platnosti zapisu Ii@m f(x)=-¥ doaci se omezit na hodnoty K, které jsou mensi
X® Xy

nez libovolné zvolené K;. Stejné tak pro levo- i pravostranné limity.

Nyni si povime néco o obecnych vlastnostech nevlastnich limit. Rekli jsme s, ze
libovolna funkce f ma v bodé xo vzdy nevyse jednu limitu, nevyse jednu limitu zprava a
nejvyse jednu limitu zleva. Tato véta bude platit i pro nevlastni limity! Pokud tedy bude mit
funkce f v bodé xo vlastni limitu, nemaze mit soucasné v bode Xo limitu nevlastni!

Pro libovolnou funkci f(x) je pak mozné psat:

Q) Pokud ma funkce f(X) v bodé xo vlastni limitu A, potom nemize mit v bodé Xo

limitu nevlastni.

(2 Jestlize ma funkce f(X) v bodé xo limitu +¥, pak nemize mit v bodé X, ani

vlastni limitu A a ani nevlastni limitu —¥.

(©)) Jestlize ma funkce f(X) v bode xo limitu —¥, pak nemize mit v bodé X, ani

vlastni limitu A aani nevlastni limitu + ¥.

4 Funkce f(X) nemav bodé xo ani viastni limitu A ani nevlastni limitu
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Analogické vlastnosti plati i v pripadé levostrannych a pravostrannych limit!
Pravé uvedené vlastnosti a definice tykgjici se nevlastnich limit s ukazeme v praxi na

dvou nésledujicich prikladech. M¢jme funkci  f :y:ﬁ. Funkce f neni definovana
X_

v bodé xo = 1, ale v okoli tohoto bodu zadny problém neni a zadana funkce je tak definovana
ve vsech bodem P(xp). A pravé to, jak se bude funkce f v okoli bodu 1 chovat nés zagjima

ngjvice. Vysetteme nyni lim Pro hodnoty blizké xo = 1 nabyva funkce velkych

X®1 (X- 1)2 '

kladnych hodnot. D4 se tedy piedpokléadat, ze Iig} ﬁ =+¥ a tuto skute¢nost musime
X X_

nyni ovéfit. Podle definice musi k libovolnému K existovat ¢ido d > 0 takové, ze pro

1 . o -
> > K. Staci se v tomto pripade omezit jen na

(x-2f

kladné hodnoty K. Resme tedy nyni tuto nerovnici:

jakoukoliv hodnotu x / P(1) musi platit

Pro K < 0 je nerovnost spinéna vzdy, takze je-li K £ 0, pak mizeme volit ¢ido d= 1. Pro

K > 0 polozme ¢ido dzi. K libovolnému K jsme tedy skutecné nalezli ngjaké kladné

JK

¢ido dtakové, ze pro libovolné x /' P(1) bude nerovnost 1 > K spinéna. Tak napiiklad

(x-2f

zvolme K = 100. Potom d = 0,1 a P(1) = [(0,9; 1,1) {1}]. Podle definice musi byt pro

libovolnou hodnotu x 7/ P(1) nerovnost >100 spinéna. Takze méjme napiiklad

1
(x- 2)°

X = 0,95. Vyraz na levé strané nerovnosti ma pak hodnotu 400. Skutecné tedy plati nés

. 1
avodni predpoklad, ze lim-——— = +¥ .
p preap X®1(x- 1)2

Jako druhy priklad mame vysetiit lim logx. Definicnim oborem funkce log x jsou
x® 0"

vsechna kladna redlna ¢ida, tedy interval (O; +¥). Budeme-li vynaset funkéni hodnoty této

funkce v blizkosti 0 (ale vpravo od nuly), zjistime, ze nabyvaji stle mensich hodnot. Zrgime
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bude tedy limlogx=-¥ a tuto skutecnost musime nyni ov¢tit. Pro libovolné ¢ido K musi
x® 0*

tedy existovat d > O takové, ze pro libovolnou hodnotu x 7 P"(0) bude nerovnost
log x < Ksplnéna. Mizeme se dokonce omezit pouze na zdporné hodnoty cisa K!
Z nerovnosti vyplyva, ze x < 10° a tak volme d = 10%. Dok&zali jsme tedy k libovolné
hodnoté¢ K (omezili jsme se jen na zdporné K) ngi kladné ¢ido d Zvolme napriklad

= —10. Potom d = 0,0000000001 a P*(0) = (O; 0,0000000001). Zvolme nyni libovolnou
hodnotu x 7/ P*(0), bez ztrdy obecnosti napriklad x = 0,00000000001. Potom
log x = =11 < —10. Podobn¢ napriklad pro K = —1000. Skutecné tedy )!(I@n(;l logx=-%¥.

Pojd'me dale. M¢jme nyni libovolnou funkci f(x), pro kterou plati, ze Ig@m f(x)=+¥.
X® X

Jak bude vypadat limita funkce —— f( % , tedy i L e%u') Podle vét o limitach plati nasledujici
X X0e

lim1l

dpravy: lim ! lJ_ 0% t 1 Nyni je tieba urcit hodnotu posledns
®Xoef(X)u I|m f(x) I|m f(X) +¥
® X

uvedeného vyrazu. Budeme-li stale zvétsovat ¢ido ve jmenovateli, bude se hodnota zlomku

stale vice blizit nule a to zprava. Bude proto zigimé platit, ze pokud IE@m f(x) =+¥, pak
X® X,

é 1 é1u
lim —O Podobné i pro piipad, kd I|m X) =-¥ . Potom také lim 0!
x@weéf(x)ﬁ 1 pro pripad, iy %, 99 @nEg(0l

Piedchézejici Uvahu nelze v z&dném pripadé povazovat za diukaz, ale je prahlednéjsi nez
dikaz samotny. Pro zgemce, dikaz je uveden v jiz nekolikrd zminované knize ,Uvod do
poctu diferencidlniho” od Prof.V. Jarnika.

Shrime nyni pravidla pro pocitani snevliastnimi limitami do nékolika prehledné

fazenych bodut. Pokud IE@m e(x) =+¥, Ig@m f(X)=-¥%, IE@m g(x) = A akoneind k / R —{0},
X® X X® X X® X

potom:
. +¥ proA>0
§ Ilm[e(x)xg(x)]:+¥ ><A:<
X® % -¥ proA<0
- [f ] +¥ proA<O0
im =-¥ xA=
xl®x0 (X)xg(X) - ¥ prOA>0

§ E@rgo[e(x) +g(X)] = +¥ + A= +¥

§ 15@@0[f(x)ig(x)]:-¥ + A=-¥
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- = ki _ _/+¥ prok>0
. Q@ngokm(x) —le!@rgoe(x)—k><(+¥)—<_¥ prok <0
_ o _ _[+¥ prok<0
§ Q@nxwo[kxf(x)]_kxl!@rgof(x)_k>(-¥)_<_¥ ok >0
§ 15@@0[e(x)Xf(x)] =¥ - ¥)=-¥
§ E@nx'lo[e(x) xe(x)| = +¥ (+¥) = +¥

§ 15@@0[f(x)><f(x)]:-¥ - ¥)=+¢

L.ILIV Pojem vlastni limity funkce jedné proménné v nevlastnim bodé
Az do této chvile jsme se zajimali 0 to, jak se chova néjaka funkce f(x) v okoli jistého

bodu o, pri¢emz tento bod mohl, ae také nemusel byt z defini¢niho oboru zkoumané funkce
f(x). K popisu funkci je ale dilezité védét, jak se chovaji, kdyz hodnota argumentu x jde nade
respektive pode vsechny meze. Tedy ve chvili, kdy se x blizi hodnoté + ¥ respektive —¥.
Abychom dokézali popsat toto chovani, zavadime v matematice pojem nevlastniho bodu
zkoumané funkce a vysetiujeme tak limity, které miazeme vyjadiit pomoci matematickych

z4pisa I(!Dm¥ f(x) a I(gm¥ f(X) . V nadpisu této kapitoly se hovoii o vlastnich limitéch a tak je

zigmé, ze vysdedkem pravé zminénych symboli musi byt n&jakd hodnota A rizna od +¥.

Miizeme tedy psét symboly: I(gm¥ f (x) = A nebo I(gm¥ f(xX) = A. A pravé vysetiovanim téchto

limit se nyni budeme zabyvat.

Limity v nevlastnich bodech vysetiované funkce zavedeme pomoci jistého bodu C na
¢iselné ose x, ktery ma podobné viastnosti jako bod K na ose y pro definici nevlastnich limit.
Totiz, ze bod C existuje, neni to +¥ nebo —¥, ae hned nasledujici hodnota za bodem C jiz
nekonecno (plus nebo minus) bude! Ponekud abstraktni piedstava, ale budeme se sni muset
zatim spokojit. Definice limit v nevlastnich bodech dedované funkce tak budou mit tvar:
fikédme, ze funkce f(x) ma v nevlastnim bodé x jdouci k + ¥ limitu rovnu A pravé tehdy, kdyz
ke kazdému kladnému e existuje ¢ido C takové, ze pro vsechna x > C je nerovnost

[f(X) — A] < espInéna. Skutecnost danou definici zapisujeme 'gll f(x) = A.

Definice se mi nyni zda velmi intuitivni, prahlednd, a proto s ji dokazovat nebudeme.
Kdo by chtél proniknout do problematiky hloubgji, mize s definici vyhledat a nastudovat
v nékteré z literatur doporucéenych k dalsimu studiu na konci téchto skript.
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Podobné budeme definovat vlastni limitu v nevlastnim bodé x jsouci k —¥. Totiz
funkce f(xX) ma v nevlastnim bodé x jdouci k —¥ limitu rovnu A pravé tehdy, kdyz ke kazdému
kladnému e existuje ¢ido C takové, ze pro vsechna x < C je nerovnogt |f(X) — A| < espinéna

Toto pak zapisujeme I(j@r}l f(x) = A.

Podiveime se na piiklad. Vysetieme limitu I(!Drr!é 711 Nasledujici Upravy nés
X® +: X

dovedou k vysledku, ktery pak musime jesteé dokézat. Takze

_ _ X . 1 1 1 1
lim — 1: lim 1 = I|nl = 1 = 1 = ; 0 =0
X® +¥ + x® +¥ O x®+ . 0 i i Im X+
X X$(+*9 X+ = ||m$(+f9 lim x+ lim = X® +¥
& Xg X x®Hg  Xg @ xewX

Dosli jsme k vysledku (vypocet jsem umysiné rozepsal krok po kroku aby bylo zigimé, jakym

o . . . . X
zpusobem jsme vysledku dobrali!) Xl(gbrp¥ 11

=0. Nyni zbyva dokézat, ze tomu tak skute¢né
je. Podle definice musi k libovolnému kladnému e existovat na ose x bod C takovy, ze pro

libovolnou hodnotu x > C bude splnéna nerovnost

2

- 0‘< e. Takze Upravami

X“+1
dostavame:
X <e
- X
x?+1 ——<e
X“+1
X
—<e -ex®+x-e<0
X°+1 5
<e
xZ +1
. . 1++/1- 4€° N
Pii volbé hodnoty C = max(x;; X)) dostavame feseni C=— a je zigmé, ze

2e
abychom mohli ngjit hodnotu C, musi byt diskriminant vétsi, ngméné roven nule! Takze
|d £0,5, coz znamend, ze e (0; 0,5A— uvédomme s, ¢islo e musi byt kladné! Z toho lze
také usoudit, ze funkéni hodnoty studované funkce nikdy nebudou vétsi nez 0,5 a mensi nez
—0,5. Zvolme tedy e = 0,001. Potom C = max(X;; x2) = max(0,001; 999,999) = 999,999.
Podle definice zvolme nyni x > C, takze napriklad x = 1000. Potom |f(1000)| = |0,000§| <

< 0,001. Tim jsme s diikazem hotovi!
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Jako druhy piiklad vezmeme velmi podobnou limitu, totiz I(!Drr!é 711 Vypoctem
X®-¥ x
zcela analogickym tomu piedchazejicimu dojdeme k vysledku I(ijrr; 2X+1 =0. Dokazme jg.
X®-¥ x

Podle definice musi k libovolnému kladnému e existovat na ose x bod C takovy, ze pro

libovolnou hodnotu x < C bude splnéna nerovnost

- 0(< e. Takze Upravami

x? +1
dostavame:
X <e
- - X
x? +1 ——<e
X“+1
X
—l<e - e’ - x- e<0
X°+1 5
|x| ex +x+e>0
<e
x? +1
. . L -1+41- 4€* . .
Pii volbé hodnoty C = min(x;; %) dostavame ieseni C=——— a je zigme, ze

2e
abychom mohli ngjit hodnotu C, musi byt diskriminant vétsi, ngméné roven nule! Takze
ld £0,5, coz znamend, ze e/ (0; 0,5A—i zde s uvédomme, &islo e musi byt kladné! Z toho
Ize také usoudit, ze funkeni hodnoty studované funkce nikdy nebudou vétsi nez 0,5 a mensi
nez —0,5. Zvolme tedy e = 0,001. Potom C = min(xs; X2) = min(-0,001; —999,999) =
= -999,999. Podle definice zvolme nyni x < C, takze napiiklad x = —1000. Potom
|f(=1000)| = |-0,0009| < 0,001. Tim jsme opét s ditkazem hotovi!

V obou ptipadech bychom pri jiné volbé 4
tida e dodati také jiné hodnoty C. Ale pro 14 f(x)=—> :
_____ : X° +

viechny body x vétsi respektive mensi nez C by 2 1 - >
i 102

byla ona nerovnost vychazegjici z definice 1

Inénal Pro Upl ' funkce f
spinénal Pro Uplnost je graf funkce f(x) uveden Obrézek LILIV &

na obréazku I.11.1V.a.
Uvedu zde jesté jednu definici, ktera je velmi uzitecna. Totiz, ze plati I(gm¥ f(x)=A

jestlize plati lim fa%gz A. Také plati lim f(x)= A pokud Ilim fa%g=A. Pro Gcey
% %

" :
y®0 17 y® 0 g

- . N - N o B L " y y I
definice mizeme misto symbolu lim fg—i psat také lim fgég a podobng, protoze nezdezi
y® 0* Yg x® 0* exg
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na tom, jak proménnou oznatujeme. Pomoci této definice je mozné prevést limity
Vv nevlastnich bodech I(gm¥ : I(gm¥ na levostranné piipadné pravostranné limity v bodg 0!
X® +: X® -

l.ILV Pojem nevlastni limity funkce jedné proménné v nevlastnim bodé
Podivejme se nyni na funkci f: y = x°. Budeme-li zkoumat limitu v nevlastnim bodg

funkce f, v tomto pripadé v bodé + ¥, zjistime, e se situace zmeni. Cim vétsi bude hodnota
argumentu x funkce f, tim vétsi bude i jgi funkéni hodnota f(x). Pokud hodnota argumentu
vzroste nade viechny meze, vzroste nade vsechny meze i funkéni hodnota funkce f. Zigme

bude platit nésledujici rovnost: lim x* = +¥ .

X® +¥
Jak se bude funkce f chovat v pripadé, kdy pajdeme shodnotou argumentu x pode

vsechny meze? Ziggmé se budou funkeni hodnoty funkce f stale zvétsovat az nakonec také

vzrostou nade vsechny meze. Muzeme tedy psét, ze I(!@nl X* = +¥ .
@ -

Funkci f z predchozich dvou odstavci malinko zménme a proved’me podobnou Uvahu
pro funkci g: y = —¢. Poroste-li hodnota argumentu x nade viechny meze, pijde funkéni

hodnota funkce g pode vsechny meze, tedy, bude se blizit —¥. Analogicky k prvnim dvéma

prikladim mazeme psét platnou rovnost I(l@rn¥ ( xz): -¥ .
X® +

Je zigmé, ze i v pripadé, kdy hodnota argumentu funkce g pujde pode vsechny meze,
piajde pode vsechny meze i funkéni hodnota funkce g. Muazeme i zde ps& rovnost

lim ( xz): -¥ . Ztéchto prikladi je vidét, ze si nevystacime s az dosud zavedenymi pojmy,

X® - ¥
které se tykgji limit. Pro Uplnost dodavam, ze grafem funkce f je parabola prochazegici
pocétkem souiadné soustavy (O, X, y) a oteviena ve smeru kladné osy y. Podobné grafem
funkce g je parabola prochézejici pocétkem ale oteviena ve sméru zgporné osy y. Mydlim, ze
grafy netreba nacrtnout nebot’ jgjich piredstava je velmi jednoduch&

K dtikazu limit funkci f a g je mozné pouzit také posledné uvadéné definice v kapitole
[.ILIV! Patrné bude platit napiiklad toto: xlgll X? =+¥ jedtlize )!(I@I’(T;] gf%g =+¥ . Jednicka
délena nekonetné malym, ale kladnym ¢islem, poroste jisté nade vsechny meze, tim spise pak
¢tverec tohoto ¢ida. Vydedkem limity musi tedy byt hodnota +¥. Toto sice neni precizni
dukaz, ale formalné¢ pro ziskéni predstavy pouziti zminované definice v kapitole LILIV jisté
postacujici. Podobné bychom postupovali i v ostatnich pripadech limit funkci f a g.

Piedeslé Uvahy nés tedy privedly k zavedeni jesté dalsich dulezitych typa limit. Totiz
nevlastni limity v nevlastnim bod¢, kdy jak bod X, v némz uréujeme limitu, tak limita sama,
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jsou hodnoty +¥ nebo —¥. Nadefinujeme s zde tyto typy limit, nicméné pilny student po
nastudovani piredeslych kapitol by mél byt schopen nasledujici definice vydovit. Jsou totiz
analogiemi jiz definovanych limit a proto je zde uvedu bez dikazu.

Tedy: fikédme, Ze funkce f(x) ma v nevlastnim bodé¢ +¥ nevlagtni limitu rovnu + ¥
prave tehdy, kdyz ke kazdému kladnému K existuje kladné ¢ido C takové, ze pro libovolnou

hodnotu x > C bude f(x) > K. Tuto skutetnost zapistjeme platnou rovnosti lim f (x)=+¥.

Body K a C magji stgjnou funkci jako v kapitoléch LILIIT a LIV, totiz predpokladéame
o nich to, ze existuji (bod K naosey, bod C na ose x soufadné soustavy (O, X, y)), také to, ze
nejsou rovny hodnoté + ¥ respektive —¥, ale ze hned nasledujici bod za respektive pied nimi
jiz +¥ respektive —¥ je! To je pomerné obtizna predstava, pomozme s alespon trochu
¢iselnou osou.

Definujme nyni zbyvajici nevlastni limity v nevlastnich bodech. Rikame, Ze funkce
f(X) ma v nevlastnim bodé +¥ nevlastni limitu rovnu —¥ préavé tehdy, kdyz ke kazdému
zapornému K existuje kladné ¢islo C takové, ze pro libovolnou hodnotu x > C bude f(x) < K.

Tuto skutetnost zapistjeme platnou rovnosti lim f (x)=-¥.
X® +:

Pokud ve vyse uvedenych dvou definicich zaménime kladné ¢islo C za z&porné a

nerovnost x > C za nerovnost x < C, dostévéme definice postupné pro vyrazy lim f (x) = +¥
o

a lim f(x)=-¥.Timjsmes dodefinovali to, co pilny student jiz beztak tusil.

X® - ¥

LILVI Limity typu f(x)g(x)
Pro feseni limit typu f(x)9 vyuzivame vét o limitich sozenych funkci a dde

logaritmi (nejcastéji prirozenych). Pohybujeme se na mnoziné vsech realnych cisel, takze je
nutné predpoklédat, ze f(x) > 0. A zopakujme také definici prirozeného logaritmu. Totiz
tikame, ze y = In x pravé tehdy, kdyz € = x. Z levé strany ekvivalence dosad’me nyni za'y do
strany pravé a dostavame rovnost; €"* = x.

Pomoci této vlastnosti logaritmi mizeme upravit i funkci f(x)°®. Dosad’me nyni za

hodnotu x celou funkci f(x)°® a dostavame rovnost f(x)¢™® = el ] = goeoin 00 Eync

0(x), kterd byla puvodné exponentem, jsme pomoci vlastnosti logaritmt piesunuli do soucinu

s logaritmem funkce f(x)!
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A ted se podivame, jak ndm to pi vysetiovani limit funkci typu f(x)°® pomiize. Mame
vysetiit limitu IE@mlf(x)g(x)J. Vyuzijeme nyni viastnosti logaritmi a mizeme psd, ze
X® Xg

le'”[f J— Ilm[eg il (x )]].

X® Xq

lim| £ (x)°*] = tim

X® Xq X® Xy
Ddle podle véty o limité slozené funkce (viz. kapitola I.11.11) rozlozime vysetrovanou

limitu na dvé. Struéné feceno, jestlize IE@m[g(x)XIn f(x)] =y, azérovei lim le*]= A, potom

bude platit, ze Ilmlf J—Ilm[eg xpinl 1 (x ]] A. Vtéto vété je tedy popsan postup

X® X

vysetrovani viech limit typu f(X)°%. Vysetiime nejprve IE@m[g(x)XIn f(x)] a pokud existuje,
X® Xo
jgi hodnotu oznacime yo. V druhém kroku pak vysettime IE@m [eyJ a jgi hodnotu oznag¢ime A
Y® Yo

(vyraz € je definovan pro viechna redlna ¢isla, takze jeho limita urité existovat bude). Cislo
A je pak onou ptivodné hledanou limitou funkce f(x)%%.

V piedchézgjicich odstavcich této kapitoly jsem psal symbol I(i@m . Vse co bylo fe¢eno
x® X

viak plati take pro vsechny ostatni zapisy limit, tedy i pro lim , lim , lim a lim .

X®xy X®x, X®+¥ X® - ¥
Podivejme se nyni na priklad. Vysetiime limitu Ii®n;|[x' XJ. Pohybujeme se na mnozing
X

viech redlnych ¢isel, takze definicnim oborem funkce f: y = X jsou viechna kladna redna

¢ida (nula mezi né¢ nepatii)! Takze prevedeme limitu pomoci logaritmi na tvar

limle"*”)|= limle ], Nyni vysetiime lim[- x+An(x)] =-2n2 @ 1386. A nakonec

x® 2

vysetiime limitu lim |e?|=e"2 = 0,25. Takze mizeme psit, zellm[x “|=0,25.

y® - 24n 2
Je zigimé, ze tento priklad je jednoduchy a ze nebylo treba uzit pro jeho vytreseni
logaritmi. Zvolil jsem jg ale zamérng, aby byl 1épe patrny princip vypoctu a aby student
mohl sam zkontrolovat ze tomu tak skutecné je.

L.ILVIIVySetfovani limit funkce jedné proménné, neurgité vyrazy
V kapitolach LILII a LILII jsme definovali pravidla pro pociténi limit. Uvedli jsme

(a také s dokézali), ze pokud existujf viastni limity lim f(x)=A a lim o(x) =B, pak také
X® Xo X® Xo
existuji viastni limity IE@m[f(x)i g(x)]= A+B, IE@m[f(x)xg(x)]:AXB apro B 1 0 také
X® Xq X® Xo
lim [f(x)/g(x)]= A/B. Totéz pro levostranné a pravostranné limity a také pro limity

v nevlastnich bodech.
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Jak tomu je ae vpripadé podilu funkei f(x) / g(x), kdy lim f(x)=A1 0 a
x® X

lim 9(x)=0? Zkusme se nyni na problém podivat. Zigmé pokud bude ke kazdému
X® X,

kladnému ¢idu d existovat ¢ido x 7 P(xo) — kde oviem x I xo — takové, ze g(x) = 0, potom
nemé& podil f(x) / g(x) vibec smyd a limita tohoto podilu nebude viibec existovat! Takovy
ptipad jde vsak mimo n& zgjem. Zgjima nas de pripad, kdy ke kazdému kladnému cislu d
existuje ¢ido x I P(xo) — kde oviem opét x 1 xo — takové, ze g(x) 1 0. V takovém piipadé je
hodnota x velmi blizka hodnoté xo, funkéni hodnota g(x) je velmi blizka nule avsak od nuly
raizna a nakonec funkéni hodnota funkce f(x) je velmi blizka hodnoté A 2 0. Zlomek

f()|_
9(x)
pomoci vysetiovani znamének funkénich hodnot funkci f(x) a g(x) v okoli bodu xo mizeme

F(x) _ F(x) _

rozhodnout, zda je lim——==+¥ anebo lim——==-¥ . Jednd vlastné o vysetiovani limit
x®% g(X) x®% g(X)

f(x) / g(x) ma tak velmi velkou absolutni hodnotu a proto plati: lim|——= = +¥ . Potom ale

x® X

typu A/ O, tedy o neurcité vyrazy typu A/ 0. V tomto piipadé mohou nastat ¢tyii moznosti:
1)  Pokud je lim f(x)=A>0, limg(x)=0 a pro libovolnou hodnotu
X® Xo X® Xo
F(x) _
% g(X)
2)  Pokud je lim f(x)=A>0, limg(x)=0 a pro libovolnou hodnotu
xX® X xX® X

x I P(xo) plati, ze g(x) > 0, potom je I|m

x I P(xo) plati, ze g(x) < 0, potom je I|m f( ):-¥

% g(X)
3)  Pokud je lim f(x)=A<0, limg(x)=0 a pro libovolnou hodnotu
X® Xo X® Xo

x I P(xo) plati, ze g(x) > 0, potom je I|mL:-¥ :

% g(X)
4)  Pokud je lim f(x)=A<0, limg(x)=0 a pro libovolnou hodnotu
X® Xo X® Xo

F(x) _
% g(X)

x I P(xo) plati, ze g(x) < 0, potom je I|m
Omezime-li se v moznostech 1) az 4) na P*(xo) respektive na P7(Xo), plati to i pro levo- a
pravostranné limity vysetfované v bodé X, a totéz plati také pro limity vysetrované
v nevlastnich bodech funkci.
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Podedni pozndmkou Kk vysetrovani limit typu A / O je, ze pokud pro libovolné
x I P*(Xo) jsou g(x) > 0 azéroveii pro libovolné x I P (xo), kde P*(xo) E P (Xo) = P(Xo), jsou
g(x) < 0, potom levostrann& a pravostrannd limita maji raizn znaménka a pii stejném A pak

lim R neexistuje!
x®% g(X)

Podiveime se na priklad. Mame vysetiit lim—>— . Zigm¢ limx*=8 a

®2(X_ 2)2 X® 2

lim(x- 2)* =0. Bude se jednat tedy o limitu typu A / 0. Pokud pijdeme s argumentem x

X® 2
k ¢idu 2 zleva, bude hodnota druhé mocniny zévorky nabyvat malych, ale nenulovych,
kladnych hodnot. Podobn¢é na tom budeme i v piipadé, ze sargumentem x puajdeme k ¢idu 2
zprava. Opét bude ctverec zavorky malé, kladné, nikoli vsak nulové, ¢idlo. To ae znamena,
7e pro viechny hodnoty x / P(2) nabyva jmenovatel sice velmi malé, ale nenulové, kladné
funkéni hodnoty. Svyuzitim véty, ze pokud jsou s levostranna i pravostrannd limita

zkoumané funkce rovny, bude mit tato funkce limitu jim rovnu, muzeme uzaviit, ze

X3

li =+¥ .
3 (x- 2)

4
Vysetieme nyni lim 5 - Funkci z predchazejiciho odstavce jsme zdanlive velmi

X
X® 2 (X- 2)
méo zmenili, ale pro vypocet limity této funkce bude mit zména zésadni vliv! Bude

limx* =16 a lim(x- 2)° =0. Jedn4 se tedy opst o limitu typu A / 0. Pokud pijdeme

x® 2 x® 2

sargumentem x k¢idu 2 zleva, bude hodnota tieti mocniny zévorky nabyvat malych,

4

nenulovych, zapornych hodnot. To znamend, Ze bude lim W =-¥. V pripade, ze
X®2 Y -

sargumentem x pajdeme k ¢idu 2 zprava, bude hodnota tieti mocniny zavorky malé, kladné,

4

opét vsak nenulové, ¢idlo. To ae znamend, ze bude lim ( 2)3
x®2" (¥ -

=+¥ . Je zigmé, 7e S
levostrannd a pravostranna limita vysetfované funkce rovny negjsou a proto muzeme
zkonstatovat, ze této limitav bodé x = 2 neexistuje!

Jako cviceni s nacrtnéte, jak vypadaji grafy obou posledné vysetrovanych funkci
(naptiklad pomoci MS Excedl). Jgich grafické znazornéni Vam urcité smyd a logiku vypoétu

jeste vice zpruhledni.
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Jako poznamku uvedu jesté tu skutecnost, ze pri feseni poslednich dvou limit jsme
uzili vétu, ktera tika, ze vysetrovand funkce f(x) ma v bodé xo (maze to byt bod vlastni i
nevlastni) limitu rovnu A (opét viastni nebo nevlastni) pravé tehdy, mé&li v tomto bodé limitu
zpravarovnu A a zarovei limitu zleva rovnu A. Pokud tomu tak neni, limita zkoumané funkce
v bodgé xo neexistuje!

Dalsi moznosti, se kterou se mizete pri vysetiovani limit v souvidosti s neurcitymi
vyrazy setkat, je limita typu O / 0. Jedna se o piipad, kdy uréujeme limitu podilu dvou funkci

f(x)

lim —=, kde lim f(x)=0 a lim g(x)=0. Pii feseni limit tohoto typu budeme vyuzivat
X® %, g(x) X® Xo X® X,

matematického apardtu, ktery zatim nemédme zaveden. Jednd se derivace funkci jedné
proménné. Tento nedostatek samozigimé brzy napravim. Je viak také mozné, diive nez se
pustite do dalsiho studia této kapitoly, preskocit nadsledujici text, nastudovat derivace funkci
jedné proménné a pak se natoto misto opét vratit.

Postupy, které v nadedujicich odstavcich popisi a kterymi fesime limity typu O / O
(dle jeste uvidime, ze také limity typu ¥ / ¥) se souhrnné nazyvgji |"Hospitalovym
pravidlem (¢ti ,lopita“). Jedna se o nekolik definici, které nakonec shrneme pod jednu
jedinou atu pak budeme nazyvat vyse jmenovanym pravidlem.

Definujme zaprveé, necht’ lim f(x)=0 a limg(x)=0. Dae necht existuje
X® X3

X® X3
. f(x) I oy v . . - e F(X) .
lim , kde tato limita muze byt vlastni i nevlastni. Potom existuje také lim —— a plati
x® x5 g¥x) x@x5 g(X)
(
rovnost lim f(x) =lim F(x) . Totéz pro lim a lim!
@x g(X) x@x ng) X®% ~ X®X,

Tuto vétu s nyni dokazeme, ostatni budu uvadét jiz bez dikazu sodvolanim na
doporuc¢enou studijni literaturu. Polozme nyni f(Xo) = g(X) = 0. Tento krok s mizeme
dovoalit, protoze mluvime stale o limitach a ty nezavisi na hodnotach funkci f(x) a g(x) v bodé
Xo. Vyznam dokazované véty se proto nikterak nezmeni! Vzhledem k piedpokladim véty,

kterou chceme dokézat, jsou funkce f(x) a g(x) spojité. Plati totiz, ze I(i@m+ f(x)=0=f(x,).
x® X

v w7

Mgjme jests ¢islo d> 0 takové, ze pro libovolnou hodnotu x 7 (xo; Xo + @) = P (%) mé vyraz

f(x)
g%x)

g'(x) ¢ 0. Zvolme nyni libovoIné x / P*(xp). Potom budou obé funkce f(x) a g(x) spojité

smyd. V tomto intervalu musi proto existovat vlastni derivace f'(X) a g'(x) a navic

v kazdém bod¢ intervalu &o; XA maji vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu (xo; X) a

derivace funkce g(x) je nenulova. Podle véty o stiedni hodnoté (viz. kapitoly tykgjici se
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derivaci) bude existovat &islo a 7 (xo; X) takové, e plati f0)_ F0)- flo) _ T4a)

a(x) o(x)- olx,) ota)
P (X0) méa prava strana rovnosti limitu rovnu lim (é ; a proto ma tutéz limitu i strana leva
X® Xo g
uvazované rovnosti. Anadogicky bychom provedli dukaz i pro levostrannou a oboustrannou

limitu.

Podiveime se nyni na piiklad nadedujici limity. Vysetfeme nyni I|mﬂ Zrgme
X

plati, ze Iiggsin x=0 a Iigg x =0. Jedna se tedy o limitu typu 0/ 0. Aplikujeme I"'Hospitalovo

. ¢
oravidio amizeme psét fim S1% = fim SN X 2 i €OSX _ €080 _
X®0 X X® 0 [X]¢ x®0 1 1
L "Hospitalova pravidla mizeme pouzit také pro vysetrovani limit, které vedou na
neuréité vyrazy typu ¥ / ¥. Uréujeme limitu podilu dvou funkci I!@m 8 pricemz
X® Xo g X

lim|f(x)] =¥ a lim|g(x) =¥ . V nadedujici definici mizeme jit jests ddle. Bude totiz statit

X® Xq X® X

pouze ten piedpoklad, ze IE@m|g(x] =¥ . O funkci f(x) neni dde tieba predpoklédat nic.
X® X

Dokonce nemusi mit funkce f(x) v bodé X ® xo limitu!

Definujme tedy, necht’ je IE@m|g(x] =¥ . Déle necht’ existuje vlastni nebo nevlastni
X® X

( (
limita lim——= f . Potom také existuje lim ——= f(x) aplati, ze lim——= f( )— i &. Totéz pro
©% gx) x®% g(x) x®% g(x) % 9%x)
lim a lim!

X® x5 x® x5

Dukaz této véty ukézi v naznaku, jeho precizni provedeni je v knize ,Uvod do poctu
diferencialniho” od Prof. V. Jarnika a ve zkrécené podob¢ také ve skriptech , Diferencialni
pocet |* od autort: Z. Jankovského a L. Prichy, CVUT, Praha 1994.

£ () o N
a lim|g(x) =¥, musi existovat také ngjeké ¢ido
g®) %

Protoze existuji limity IE@m
x® Xo

d> 0 takové, ze naintervalu (Xo; Xo + d) existuji derivace f'(X) ag'(x) anavic, zeg'(x) £ 0 a
g(x) I 0. Z véty o stiedni hodnoté vyplyva, ze pokud jsou dvé ¢isla X a x; takovd, ze
Xo < X< X < X + d, existujetaké ¢ido e/ (x; x1), pro které plati rovnost:

f((e)

f(x)- f(x)= - .
() - f(x)=[g(x)- g(x)] %o
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Celou rovnost délime ¢idem g(x) a dostavame po jednoduchych Gpravéch:

f(x) _¢€ g(Xl)Uf‘(e) f(x,)
g(x) & g(x)LJQQGO g(x)

Déle uvazujme, pokud totiz zvolime x; dostateéné blizko X, potom bude také ¢islo e blizko

(
f(e) se bude blizit hodnoté lim —= 49
e x®% g§X)

CL

¢ida xo atedy hodnota zlomku . Jestlize jesté zvolime

¢ido x blize ¢idu xo, bude hodnota |g(x)| velika a tak se bude hodnota podilu fg((x)) blizit

nule a hodnota hranaté zavorky v posledné uvedené rovnosti bude blizka jedni¢ce. Z toho
jasné vyplyva ndsleduijici rovnost:

I|m f(X) :,SL g(xl)que) f(xl)l:I: I|m fqe)

Thg() FmE 900 doke) g0} g%e)

|m1””:nqu®

®% g(x) % gke)

Tim je definice dokazana. Nutno podotknout, ze analogicky by probéhl dikaz i pro

levostrannou a pravostrannou limitu.

L"Hospitalovo pravidlo mizeme také pouzit v pripadé, ze budeme vysetrovat limity
v nevlastnich bodech. | pro tyto pripady je I"'Hospitalovo pravidio definovano a plati naprosto
stejné véty jen stim rozdilem, ze symboly lim, lim, lim nahradime v definicich symboly

X®X, x®x X®Xxg

lima lim .
X® +¥ X® - ¥

L "Hospitalovo pravidlo mizeme pii vysetrovani limit takeé retézit. To znameni, ze jg
muzeme pouzit i nékolikrdt po sobé na jiz jednou derivované funkce. Toto pouziti ndm
umoznuje véta, kterou si jiz dokazovat nebudeme, ale jgiz uziti si ukézeme na prikladech.

Mé&me n 7 N a necht také existuji viastni derivace f¥(x), g®(x0) pro vsechna

k = 0 1, 2 .. n Polozme jest¢ rovnosti f¥x) = g®¥x) = 0 pro vsechna
k=0 1,2 .. n—1 stim ze g”x) ? 0. Za téchto predpokladi plati rovnost
(%) _ (%)

lim .
©xg(x) g™ (%)

i 2

— . . . sn
Podiveime se nyni na priklad. Vysetieme |I®IT(I) 3
x X

5— - Hned je zigime, ze se jedna o

limitu typu 0 / O, protoze Iigg sn®x=0 a Iigg x® =0. Tuto limitu budeme tedy fesit pomoci

I'Hospitalova pravidla. Predesilam opét, Ze jsme trochu piedbéhli Iatku, budeme totiz
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pouzivat derivace. V tuto chvili derivované funkce predkladdm k véreni. Je mozné zde
preskocit o nekolik stranek dale, problematiku derivaci zbézné nastudovat a pak se na toto

misto vrétit.

Takze podle I"Hospitalova pravidla plati:
_sn®x [sinzx]( . 2>8iN X XCOSX ] o
lim——— =lim*——2L =lim—————. | nyni se viak jedna o limitu typu 0 / O.
X®0 ¥ X® 0 [X3]¢ X® 0 3X
Budeme v uziti I"Hospitalova pravidla pokracovat. Plati dale
. 2>§iN XXCOSX _ . [2>sinx>cosx]( : 2(coszx- sinzx) L i
lim 5 =lim =lim .V Citateli poznavame jeden
X® 0 3x X® 0 [3X2]¢ X® 0 6X

ze z&kladni vztahii goniometrickych funkci, totiz ze cos’ x — sin? x = cos 2x. Bude tedy

) 2(cos2 X- 8n? x) . 2Xc0S2X
lim =|lim——=—
x® 0 6X x®0 6X

. Toto jiz ae neni limita typu 0 / 0 a je mozné ji fesit

Gvahou: pro x ® 0" bude ¢itatel v limitnim pripadé roven 2, zatimco jmenovatel zlomku

v limits bude velmi malé, kladné, aviak nenulové &islo. Bude tedy lim % = +¥ . Pro
x® 0* X

X ® 0 bude situace odlisnd Citatel bude opét roven v limitnim ptipadé ¢idu 2, ae

23C0S2X _

jmenovatel bude velmi malé, zdporné a nenulové ¢ido. Proto bude lim 5 -¥.
x® 0 X
. .. Sn®X .
Z toho vyplyva, ze lim——-— neexistuje!
x®0 ¥
. e . _Iny/x . -
M¢jme dalsi priklad. Vysetreme |<I@ITL . Jedn4d se o limitu typu ¥ / ¥ a proto
X® +: X

uzijeme [|'Hospitalova pravidla a za pouziti jednoduchych Uprav mizeme psit:

111
¢ X

im MY 2 i u”& = tim Y 29X _ i L Z 0 Jetedy lim InVx _

X®+ Y X® +¥ [X]¢ X® +¥ 1 X® +¥ Dy X®+¥ Y

Vypocitegjme nyni Iigf'l:—px. Zde se bude jednat o limitu typu O / 0. Aplikaci
x X

I"Hospitalova pravidla postupné za pouziti jednoduchych Uprav dostavame (cos p = -1):

. . ( :
Lsnpx _ [smpx] _ iy PTOSPX _ _. Losnpx _
legl—lnx legl [Inx]¢ legl—l le(g}[pxmospx] p . Je proto legl—lnx p.

X
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V piredchézgjicich odstavcich jsme se vénovali vypoétu limit podilu dvou funkci, které
vedly na neurcité vyrazy bud’ typu O / 0 a nebo ¥ / ¥. Nyni S rozebereme pripady limit
neurcitych vyraza pii vysetirovani limity rozdilu, soucinu a souctu dvou funkci. Plati, ze limita
souctu, respektive soucinu, respektive rozdilu dvou funkci f(x) a g(X) je rovna souctu,
respektive soucinu, respektive rozdilu limit téchto funkci. Takze ndm mohou délat potize jen
limity nevlastni.

Snax
X

. . 8Snx . o
Vratme se jesté ha moment k Ilgg—, respektive obecné k limité Ilgg , kde
X X

X

al Z. Definiéni obor této funkce jsou viechna redna ¢isla, kromé 0. Jedna se o limitu typu
0/ 0, kterou bychom mohli bez problému vyiesit I'Hospitalovym pravidlem. Zkusme na néj
na chvili zapomenout a pokusme se premyslet. Tento odstavec by spise pattil do kapitoly
LILI, nicméné jg uvadim az zde kvuli ndvaznosti na feseni neurcitych vyrazia. Prévé tam se
nasledujici vypocetni apardt svyhodou pouzivd Jednd se o vétu o limité seviené funkce.

Mgjme definované funkce (), 9(x) a h(x), kde lim f(x):IE@m h(x)= A. Déle
X® X X® X

predpokladeime, ze existuje takové prstencové okoli bodu xo, ze pro vsechny hodnoty
x I P(xo) plati f(x) £9(x) £h(x). Potom existuje také 4
h(x

limita funkce g(x) a plati lim a(x)= A, tj. existuje \
X® X
A ________ ==
limita funkce g(x) a ta je rovna limitdm funkci f(x) a /; | i )

|
|
|
|
A

h(x). Obrazek 1.1 .VIl.a. ndm |épe objasni smyd této %
véty. Pozor, tato véta nic nepredpoklada o funkcich

»
»

\ Xo
_ ) ) Obrézek LILVIL.
f(X), g(x) ah(x) mimo prstencoveé okoli bodu xo!!! o 2
A nyni pigdeme Kk teSeni zadané limity Iigg SN ax
x X

Ktomu ucelu pro lepsi

pochopitelnost si nakreslime obrazek I.11.VIl.b. Protoze je zkoumana funkce funkci sudou
(podilem dvou lichych funkci je funkce suda), staci ndm vysetrovat situaci jen v |. kvadrantu.
Jedné se o jednotkovou kruznici (respektive jeji ¢ast) a graf linedrni

funkce y = k xx, kde k = tg (ax). Vznikly ndm trojuhelnik DOBC, N y=k.
kruhova vyses OBC s obloukem BC a konegné trojlheink DOBD, |~ ¢/,

jgjichz obsahy jsou postupné Pi, P, a Ps. Pro ng jisté plati nerovnost N s
2\ iD

P, £ P, £ Ps. Tyto obsahy spoéteme zjednoduchych vztahi: 5 {5 R)

P1 = Y2 xsin (ax), P, = % xa xx, P3 = % xtg( ax). Dosadme tyto 9 o g

cos (ax) IA B
vyrazy do dané nerovnosti: ¥2 xsin (ax) £ Y2 xa xx £ Y2 xtg( ax). Obrézek LILVILb


http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38

Muzeme kratit %2 a celou nerovnost vydélime vyrazem sin (ax) — to si dovolit mizeme, nebot’
jsme v hodnotach blizkych nule aviak nenulovych!!! Po Upravach dostavame tuto nerovnost

X 1 : , . .
ve tvaru:  1£— a £ . Nerovnost je ekvivaentni  snerovnosti
sin(axx) ~ cos(axx)

sin(a>x)
axx

13 3 coglaxx), kterou jsme dostali umocnénim pivodni nerovnosti . Déle

sin(a>x)

nésobime hodnotou a a dostévéme vyraz: a3 3 a>coglaxx). Pro hodnoty x blizké

sin(a>x)

nule bude mit nerovnost tvar a3 3 a apodle véty o limité seviené funkce tedy musi

.. Snax L. . Sinx , -
byt |Ig(1) =a. Tak pro a = 1 dostavame Ilgg—:l. Poznamka na zavér tohoto
X X X X

odstavce, vétu o limité seviené funkce si zde dokazovat nebudeme. Diikaz spociva v nalezeni
kladného ¢ida d které definuje prstencového okoli bodu xo takové, Ze pro vsechny body
x I P(xo) jsou spingny viechny nerovnosti vyplyvajici z predpokladu existence limit funkci
f(X) a h(x) a pak jestlize plati f(X) £ g(X) £ h(X) na P(xp), musi byt nerovnost definujici limitu
spinéna i pro funkci g(x). Jgi limita tedy existuje a je rovna pravé limitdm funkci f(x) a h(x).
Blize viz. , Uvod do poctu diferencialniho® Prof. Jarnika.

Podiveime se nyni na soucin dvou funkci a jeho limitu. Je zigimé, ze pokud
limf(x) 2 0 (Vynech&avam zde znameni X ® Xo, X ® X o, X ® Xo, X ® +¥ ax ® —¥ protoze
v tuto chvili na ném nezdlezi. Nadedujici véty budou platit pro vsechny tyto moznosti.) a
lim|g(X)| = +¥, pak lim|f(X) xg(X)] = + ¥. Problém nastane ve chvili, kdy lim f(x) = 0. Tehdy

totiz dostavame limitu typu O x¥, coz je dalsi z neurcitych vyrazu.

Mame nyni dné moznosti. Je ziggmé, ze pokud je lim [gX)] = +¥, pak je

lim1 / gxX)] = 0. Stai nam nyni vysetiovanou limitu piepsat ve tvaru
¢ u

. RS . e .

Ilm[f(x)xg(x)]—llmA 1 U azmenit tak typ neurcitého vyrazu nalimitu 0/ 0 a déle ji fesit
a

a0
pomoci I"'Hospitalova pravidla.
V nékterych pripadech je také mozno pouzit obmeénu této Upravy, ktera vychézi z toho,

ze pokud lim f(x) = O, potom jisté lim |1 / f(X)| = +¥. Muzeme pak vysetrovanou limitu



http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38

prepsat na tvar lim[f (x) xg(x)] = lim

¥ | ¥ addeftesit opét pomoci I"Hospitalova pravidla.
Uké&zeme si na ndsledujicim prikladé, ze ne vzdy je mozné pouzit obou zpisobt Uprav
limit typu O x¥. V nekterych pripadech je vyhodnéjsi pouzit prvni naznateny zpasob a jindy

ten druhy. Vysetieme I(i@nl(xze‘ ) Je zigmé, ze I|m X*=+¥ a Iénle =0. Jednd setedy o

limitu typu ¥ x0. Na ukézku zde provedu ob¢ moznosti Uprav. Nejprve se budeme vénovat té

prvni zminéné, prevedeme vysetrovanou limitu na typ O / 0. Bude platit IQ|Drn¥ (xze'x) =

& * o O e *
2o e[ O :
|(ljl’2£ Iérﬂgg[ ]¢_ I(!ngeI | toto je limitatypu O/ O, aleje z derivace vidét,

7e bychom se pomoci |"Hospitalova pravidla vysledku nedobrali. Citatel bude az na znaménka
steiny (budou se stiidat) a ve jmenovateli bude x ve stale nizsi mocning, nikdy ne v nulté! Je
tedy vidét, ze Upravou této konkrétni limity typu O x¥ na typ O / O mnoho nezmizeme.

Zkusme tedy druhou moznost, totiz pirevést zkoumanou limitu na neurdity vyraz typu ¥ / ¥.

2

. . 0 e e . , :
Tedy I(!)nl(xze'x)z lim EEX—X: Toto jejiz limitatypu ¥ /¥ amizeme aplikovat I"'Hospitalovo
X® +: e ﬂ

X® +¥

2
pravidlo. Plati Ilmg ~=lim M = lim 8@—— To je stdle jesté limitatypu ¥ / ¥, de vyraz
e*

X® +¥ x®+¥ o ¢ x®+¥ £ X
v ¢itateli snizil stupen své mocniny o jednicku. Je zigmé, Ze dalsi aplikace I"'Hospitalova

pravidla povede jiz k cili. Dostavame Ilmg —+=lim [2 ] = g———O Plati tedy, ze
x®+¥ee g @+ [ex]¢ x®+¥ee a

Xl(i@rg(xze' X) =0.

Dostavame se k souétu a rozdilu dvou funkci. Pouzijeme nyni toho, ze rozdil je mozné
prevést na soucet tak, ze u mensitele zmeénime znaménko a nebo znaménko zménime u
mensence a vytkneme —1. To znamena, ze [f(X) — g(X)] = [f(X) + (—g(X))] a nebo
[f) —9(] = D)) + 9(x)].

Takze pokud lim f(X) = +¥ a g(x) = —¥, k neurcitému vyrazu vede lim[f(x) + g(X)].
Podobné pokud limf(x) = + ¥ ag(x) = + ¥, k neurc¢itému vyrazu vede lim[f(x) —g(x)]. V obou
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ptripadech se bude jednat o neurcity vyraz typu ¥ — ¥ (je zigimé, ze limity typu ¥ + ¥,
—¥ ¥ #+ ¥a+k-¥ kdek/ R, ngsou neurgitymi vyrazy!).

M¢jme, jak uz bylo naznateno, lim f(x) = ¥ a lim gx) = ¥. Potom
¢ u el 1w
é a é a

lim[ f (x) - g(x)]—llm(f)% +u nméMu Posledni vyraz nyni predstavuje
é a U

= e =
g(x)H & f(x)>xg(x) H

limitu typu 0 / 0 a miazeme pro jgi vyieseni pouzit I"'Hospitalovo pravidlo. Vyraz se jesté

D>
—_
—~
=

zjednodusi, zavedeme-li oznaceni j (X) = 1/ f(x) a y(X) = 1/ g(x). Potom ma se jedna o

= im@ -/ (94
lim[f (x) - g(x)] = lim &y (0% ()4

Pouziti pravé uvedeného postupu s ukézeme na jednoduchém piiklade. Vysetiime

X® OGZX X4 ﬂ

26_ aex“ 2x% 0

4_1

nadedujici:
x®OeX Xﬂ x®0 2)()()(g

coz je jiz limita typu 0 / 0 a mizeme pouzit

I"Hospitalova pravidia (funkce j (x) = 2¢ ay (X) = x).

Takze lim O_ jimE - 4x0_ =1lim HAC - 40 | it
X®0g 2x% xx* X®0g2‘2x +4x° j X®0g 12x° E, 60x*

Citatele zlomku je rovna —4. Pajdeme-li shodnotou x k nule (zleva i zprava) bude hodnota

¢tvrté mocniny blizka nule (nikdy vsak ne rovna nule) a bude to vzdy kladné ¢ido. To

2 0_
X® Oe2X X ﬂ

znamena, ze limita celého vyrazu bude -¥ . Tento

klad by nemusd byt feSen popsanym zpusobem, stacilo by jen oba zlomky secist (spolecny
jmenovatel by byl 2x*) a pak provést posledné udilanou Gvahu. Nicméng si myslim, ze
priklad je velmi priuhledny a proto jsem jg zde uved!.

Na dal§i neurcité vyrazy vede vysetiovani limity IE@m[f(x)g(X)J. Protoze se ae
x® X,

pohybujeme nad rednym télesem, musime, steginé jako v kapitole I.11.VI, predpokladat, ze

f(x) > 0! Jedna se pak o limity typu 0°, ¥° a 0¥, Tuto limitu prevedeme na tvar Ilmleg Xin £ (x )J

a ftesime ji jako limitu dozené funkce. To znamena, ze negprve vyiesime

lim[g(x)n f(x]] =y, a potom lim le*]= A. Pokud existuje hodnota yo, existuje také
X® X4 Y® Yo
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l@@n;o[eyj a to vzdy! To ae znamend, Ze vysetiovani limity Q@ngo [f(x)g(x)J: 1&0 [eg(X)*nf(X)]

pigjde na vysetiovani limity souginu IE@m[g(x)XIn f(x)]. Jedinym neurcitym vyrazem téchto
x® X,

limit je piipad limity typu O x¥ a neni problém nahlédnout, v jakym konkrétnich ptipadech
neurCity vyraz 0 x ¥ mizeme dostat. Totiz v pripadech, kdy lim g(x) = 0 a zéroven
lim|[Inf(X)] = +¥ (pro limf(x) = 0 nebo limf(x) = + ¥) anebo tehdy, kdyz lim [g(X)] = +¥ a
z&roven limIn f(x) = O (pro lim f(x) = 1).

Takze limity typu 0°, ¥° a 0¥ fesime vzdy prevodem na limity typu O x¥ pomoci
vlastnosti prirozenych logaritmi a feseni tohoto typu neurcitych vyrazi jsme jiz rozpracovali
vyse. Je samozigimé mozné pouzit i dekadickych logaritmi nebo i logaritmi s obecnym
z&ladem, de vzhledem k moznému pouziti I'Hospitalova pravidia (a tedy derivaci)
v nasledujicim vypoctu doporucuji vyuzivat logaritmi piirozenych.

Postup si ukézeme na prikladé. Vrétime se k limitg funkce f: y = X', tentokrét viak

vbodé x ® 0. Tedy mame vysetit limitu lim x*. Pomoci prirozenych logaritmi prepiseme
x® 0*

tuto limitu (evidentng typu 0°) natvar lim x* = lim e*"* a podle véty o limits Sozené funkce
x® 0* x® 0*

neiprve tesime limitu exponentu: Iim[x>4n x], coz je limita typu 0 x ¥. Takze mame
x® 0*

lim[x¥n x| = lim InTx limitu typu ¥ / ¥ a miizeme pouzit |"Hospitalova pravidla. Dostavame
x® 0* x® 0*

X
1
po derivovani citatele i jmenovatele toto: XI('@T Inx_ Q@rg Ll = )|((I@I’(T;][ x] =0.Jetedyyo=0a
X %

muzeme vysettit limitu Iiggey = e’ =1. Mizeme proto pséat lim x* =1.
y x® 0*

[.IIIL Derivace funkce jedné proménné

LIIl.I Zavedeni pojmu derivace a jeji geometricky a fyzikalni vyznam
Pied vice nez tremi stoletimi zavedli pojem derivace (zcela na sobé nezavide) dva

védci (jeden byl vice fyzik a druhy spise matematik), jejichz jména jsou dnes notoricky
zndma. Prib¢h sjabloni, pod niz si dajné |. Newton (1642 — 1727) lehl a jgiz jablko na ngj
spadlo, zna snad kazdy. Tato uddlost jg pak privedla na myslenky o pohybu téles a sanoveni
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okamzitych rychlosti. Druhym byl G. V. Leibnitz (1646 — 1716), kterého na myslenku zavést
derivace privedlo studium pribéht funkci a problematika urceni tecen k jejich grafum.

Ale ngiprve odhlédnéme od samotného pojmu derivace (ten s zavedeme az za chvili)
a trochu premyslgme. Mgji-li se véci a déje kolem nés vyvijet, musi nutné dochazet ke
zmeénam. Automobil se rozjizdi a jeho rychlost se tak zvétsuje. Stojime napiiklad pied
problémem, jak zjistit okamzitou rychlost auta v néjakém case a nebo chceme zjistit, jak
rychle se jeho rychlost meéni. Nebo studujeme prubéh néjaké funkce a nebude nam stadit
pouze zjisténi, ze je tato funkce definovana v okoli néjakého bodu, ze je spojita a nebo ze je
rostouci (pripadné klesgjici). Bude nas také zajimat jak rychle se v daném bod¢ meéni funkéni
hodnoty v z&vidosti na zméné argumentu studované funkce (tato zmeéna je vyjédiena velikosti
sklonu tecny ke grafu funkce ve studovaném bodg, tj. smérnici tecny). Dalsim problémem
muze byt nalezeni rovnice tecny ke grafu studované funkce v n¢jakém zvoleném bodé, atd.,
ad.,, ...

Pojdme se nyni podivat na nédhled zpohledu fyziky. Pohybova problematika a
nalezeni okamzité rychlosti néjakého pohybujiciho se bodu (ptipadné automobilu) je jednim z
dobrych a prahlednych piikladi. Mé&jme bod, ktery se pohybuje z mista A do mista B. Pohyb
necht’ neni primoc¢ary a rovnomérny. To znamend, ze se rychlost v prubéhu cesty z A do B
bude spojité (nikoliv skokoveé) menit. Ujetd vzdalenost bude funkci ¢asu t a bude se tedy
jednat o funkci s; y = s(t). Cas pocitejme ve vtefindch a vzddenost napiiklad v metrech.
Zvolme nyni dva libovolné okamziky to a t, takové, ze to < t,. K nim pak piislusi ujeté
vzdaenosti S(tp) a S(tz), pro které také plati, ze S(tp) < S(t2). Primérnou rychlost na Gseku

s(t;) — S(to) mizeme vypocitat ze vztahu M Zvolme nyni jesté libovolny jiny

2 tO
okamzik t; takovy, ze t; = to + [, kde [x 1 0. Potom opét uréime pramérnou rychlost na
Useku s(tp + ) — 9Stg) pomoci podobnéno zlomku, jako v prechazejicim piipadé

S(to + Dt)' S(to)
Dt

. Kdyz bude hodnota [t dostatecné blizka nule, bude se hodnota tohoto

zZlomku limitn¢ blizit k okamzité rychlosti pohybujiciho se bodu. Takze limitu
S(t0+Dt)' S(to)
Dt

lim

lim nazveme okamzitou rychlosti budu v okamziku to.

Podiveime se nyni na stejnou problematiku z pohledu vysetiovani prabéhu funkce f.
M¢éjme tedy funkci f: y = f(X) a predpoklddeime, Ze je na néjakém intervalu (a; b) spojita
Kromeé toho nés bude také zajimat, zda je zkoumana funkce monoténni, zda je suda nebo
lichd, jestli je omezend ¢i nikoliv, atd. Dilezitou vlastnosti funkce f bude i to, jak rychle
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rostou (respektive klesgji) funkéni hodnoty y = f(X) této funkce v zavidosti na zméné
argumentu X.

Zvolme tedy libovolné dva body Xo, X, takové, ze xo < X» aXo, X2 I (a; b). Body xp ax,
jsou tedy vnitfnimi body intervalu (a; b). V téchto bodech na ose x zvolené kartézské
soustavy souiadnic Oxy sestrojime poradnice, jegjichz délky budou f(x)) a f(xz). Body
A= [Xo; Yo = f(x0)] aB = [X2; ¥z = f(x2)]
pak jisté lezi na grafu zkoumané funkce f.  +yf
Podobn¢ jako v prechazejicim priklade, \
pramérny narast funkénich hodnot f(x) \
/

v zavidosti na rastu argumentu x funkce f

vintervalu od X, do x; je dan zlomkem f(X) (%)
i 2
100)- flx) Jednd se viastné o 1) 10+ D
X5 = Xo ] a )'(0 )'(l X5 "b iX
smernici secény grafu funkce f definované =
body A a B. Zvolme nyni jesté jeden Obrazek I.1Il.1.a

libovolny bod x; na ose x vyse zminéné
soustavy souiadnic takovy, ze x; = X + Dx. Hodnota Dx budiz nenulovd Potom pramérny
prirastek funkénich hodnot f(x) v zavidosti na rastu argumentu x funkce f na intervalu od Xo

do X + Dx je dan podobnym zlomkem jako u prikladu zhlediska fyziky, totiz

f(xo i %2 - f(XO) . | zde, pokud bude hodnota Dx dostatecné blizka nule, bude se hodnota

tohoto zlomku limitn¢ blizit k hodnoté okamzitého priristku funkenich f(x) v bodé Xxo. To

f (% +Dx)- f(x)
Dx

hodnot f(x) funkce f v bodé Xo. Celé situace je na obrézku I.111.1.a. Geometricky je tato limita

znameng, ze limitu II3|Xr®n0 nazveme okamzitym prirastkem funkéniho
rovna smeérnici tecné t ke grafu funkce sestrojené v bodé xo!

Podivejme se nyni na limity z obou piikladi. Formalné jsou totiz Uplné stejné. Bylo by
proto ucelné témto limitdm prisoudit zvlastni vyznam. Pii oznateni [t respektive L[X

f(XO+h)_ f(XO) A pokud
h

symbolem h, je mozné obé limity formalizovat do tvaru Ig(gr(])

existuje tato limita, nazveme ji derivaci funkce f v bodé X, a geometricky se bude jednat o
smernici tecny t ke grafu funkce f v prévé bodé xo!
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Derivaci mizeme definovat takto: necht’ existuje funkce f: y = f(X) a ¢idlo xo. Potom
ity lim " ”2' f (%)

im nazyvame derivaci funkce f v bodé xo. Derivaci funkce f v bodé

f(xo +h)' f(xo)
h

Xo zprava pak nazyvame limitu lim a derivaci funkce f v bodé xo zleva

h® 0*

limitu lim
h® 0

g +h)- Flx)
h

Je zitgmé, ze pokud neexistuje n¢jaka z pravé uvedenych limit, rikame postupné, ze
funkce f nema v bodg¢ xo derivaci, nebo funkce f nemé v bodé xo derivaci zprava a nebo funkce
f nema v bod¢ %, derivaci zleva. Navic vyse zminéné limity mohou byt jak limity viastni, tak i
nevlastni a potom hovoiime o derivacich vlastnich ptipadné derivacich nevlastnich.

Zkusme se podivat na piiklad. Vypocitame nyni derivace funkce sin x. Dosadime nyni

) 1) sl ) 50() ey

do limity lim a po dosazeni dostavame lim
h® 0 h® 0

nezbyva, nez tuto limitu postupné vyfesit:

i sin(x, +h)- sin(x,) _ jiy SN X, >C0sh + cosx, >sin h- sinx, _
h® 0 h " heo h -

. Snx,+h>cosx, - sin . hscos
= ljm 21 % % % :Ilm—x‘)zcosx0
h® 0 h h® 0

Muzeme tedy psét, ze derivace funkce y = sin X v bodé Xp je rovna cos xo. Je tedy vidét, ze
nalézt derivaci n¢jaké funkce neni nic jiného, nez vysetiit jistou limitu!

V nasem piikladé bude ke zvolenému X, vypoctena derivace funkce sin x jako ¢ido
COS Xo. Jedna se tedy o ¢ido.

Nic se ae nestane, jestlize misto konkrétniho bodu xo budu uvazovat néjaky libovolny

f(XHz' f(x) (podobng pro

bod x. Limita, kterd definuje derivaci, tak piejde na tvar Ig(grg

symboly lim a lim), vnémz misto hodnoty X, pouzivam symbol x. Kdybych totiz

r!® 0" h® 0

v predchazejicim piikladé zvolil jiné X, vysetrovana limita by méla jinou hodnotu. To ae
znamena, ze hodnota derivace n¢jaké funkce zavida na volbé xy a proto se obecné jedna o
funkci argumentu x!

dy df(x)
dx = dx
Derivace funkce f(X) zprava respektive zleva oznacujeme pak f'., '+ (X) respektive ", f'.(x).

Derivace se obvykle oznacuji nasledujicimi znaky f°, f'(x), [f(X)] .
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LIILII Z&kladni derivaéni vzorce

Pojem derivace jsme s v predchézgjici kapitole nadefinovali a ziskali jsme také pojem
o tom, co vlastné derivace geometricky i fyzikdn¢ znamend Také jsme s zavedli symboly
pro z4pis derivaci.

Bylo ukazéno, Ze vypocitat derivaci néjakeé funkce f v bodé Xp znamena vysetiit jistou
limitu zlomku (tika se mu diferencni podil). Kdybychom ale m¢li pokazdé, kdyz potiebujeme
vypocitat derivaci néjaké funkce, pocitat onu limitu, bylo by to nesikovné a zdlouhavé. Je
tedy nasnadé, Ze je treba zavést vypocetni aparédt, ktery by umozioval velmi rychly a
jednoduchy vypocet derivaci. A pravé takovym apardtem jsou derivacni vzorce a samoziejme
dalsi pravidla derivovani.

Derivatni vzorce odvozujeme ptimo z definice derivace, tedy z limity diferenc¢niho
zZlomku (n¢kdy také podilu). Symbol X, v limité nahradime obecnym bodem x zkoumané
funkce (to s dovolit mizeme, viz. predchazejici kapitola) a budeme fesit limitu
f(x+h)- f(x)

h

lim

im obecné pro néjakou zkoumanou funkci. Nyni s odvodime nékolik

z&kladnich derivacnich vzorci a pak na konci této kapitoly je uspoiadam do prehledné
tabulky.

Derivace funkce f: y = ¢, ¢ / R: jedna se tedy o konstantni funkci a nés zajima jeji

fleh)- 1(c)
h

derivace.Dosadime tedy do limity a tuto limitu propocitame: ng(lj

= Ig(gr(l c_hc = Iggg% =0. Kongtantni funkce nabyva totiz pro libovolnou hodnotu argumentu

stéde steginé funkéni hodnoty, tj. hodnoty ¢! A mame tak prvni derivacni vzorec, ktery mizeme
zapsat jako [c]” = 0, nebo-li derivace konstanty je nulovd To je ziggmé i z geometrického
vyznamu derivace, jedna se totiz o tangens Uhlu, ktery svira te¢na ke grafu funkce s kladnou

osou X. Ten je ade nulovy a jeho tangens musi byt proto identicky roven nule.
Derivace funkce f: y = x, D(f) = R: protoze se jedna vlastné o osu I. alll. kvadrantu,

méla by byt tato derivace rovna 1 (jedna se o tan 45°). Dosadime do limity a fesime:

fim OEN) X xhe X Mézeme tedy psét, ze [X]” = 1.

h® 0 h h® 0 h h® 0 h

Derivace funkce f: y = X", D(f) = R, n / N: v tomto ptipadé sejiz nebude jednat o tak
jednoduchou derivaci a jednoduchy vypocet. Dosadme do limity a pocitgme:

fim )= X

im b = prvni dvojclen rozvineme podle binomické veéty
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ano . amo ., amd ..., en o ., a¢ ., |
X'+e XTh+g X" h®+L+ =xh"* + 8h - X
goﬂ @ §2' gn-l' g”ﬁ

1;
=lim =, kde je kombinatni
h® 0 h
¢ido ggg rovno jedné. Hodnota x" se odectou a ze zbyvajicich ¢lenti vytkneme h. Tak
a

hggxn—l +§gxn—2h+l_+§ 1gxhn—2 +§]ghn_ll:|

G, = . n- 13 ol U
dostavame :Ihigg) 2 e H 2 2 _U- 3 dde hodnotu h

» éamo _Cl s .
krdtime =lim _x g_x” 2h+L+g hnz g 'a=, coz je limita souctu
h® 0 .- n- nﬂ 0

postupné n ¢lent. Od druhého ¢lenu veetné obsahuji proménnou h a tak je jegich limita

nulova Takze dostavame = ”&Bi]gx”'l =nxx""'. To je konetny vysledek a mizeme tak psit,
7e[X] = nx""1,

Derivace funkce f: y = X", D(f) = R, n / Z: jednd se o podobnou funkci té
predchazejici, kde viak exponent ndezi do celych z&pornych ¢isel. Derivaci této funkce s
odvodime v kapitole I.111.111 az si povime o derivaci podilu dvou funkci.

Derivace funkce f: y = sin x, D(f) = R: stginé¢ jako v piechazgicich prikladech
odvozeni derivacnich vzorci i zde dosadime do jiz klasické limity diferen¢niho podilu a

sin(x+h)- sinx _

aplikaci souctovych vzorci dostavame: |hl im
. gnx:cosh+cosx:sinh- sinx . . : . ..
= Ig(gr(l " = uvédomme g, ze pro velmi maé hodnoty h (rozumgj

v obloukové mite, v radianech) plati tyto rovnosti: cos h = 1 a sin h = h. Takze dostavame

. gnx+hscosx- sgnx _ .. h>cosx . e v T s .
=Igg(1) - =Ig(g(1) " = cosx . Mizeme tedy psat, ze [sSin X]” = coS X, COZ

je dalsi ze z&kladnich derivacnich vzorca.

Derivace funkce f: y = cos x, D(f) = R: odvozeni je zcela analogické s predchazejicim
véetné pouzitého postupu (s tim rozdilem, ze se pouzije souctovy vzorec pro cos(x + hy).
Proto jg zde nebudu provadét a ponechavam to na pilném studentovi. Vysledkem bude

derivatni vzorec [cosX]” = —€in x.
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Derivace funkce f: y = €, D(f) = R: dosadime do limity definujici derivaci a

x+h X X[ Ah h
dostavéamelim fx+ hg_ f(x) —im& € - Iimﬂeh—'l) =g~ ﬂimﬁeT_l) =e*. Limita

h® 0 h h® 0 h® 0

h -
Zlomku % pro h ® 0 jetotiz identicky rovna jedné! Mazeme tedy psit [€]” = €.

Piedchézegjicich nekolik zakladnich derivaénich vzorct shrnu nyni do piehledné
tabulky. V dalsich kapitolach je budeme velmi potiebovat:

Funkce ajeli derivace
c 0

X 1

X, nl N n "t

snx COoS X

COS X —§in X

g g

[.IL.III Derivace souétu, rozdilu, sou€inu a podilu dvou funkci
V piedchézgici kapitole jsme s odvodili nékolik zékladnich deriva¢nich vzorcia. Ty

budeme potiebovat pro odvozeni dalsich. K tomu abychom odvodili i dalsi vzorce pro rychly
vypocet derivaci je tieba, abychom znali vice. Jak budou derivace vypadat, jestlize budeme
derivovat soucet dvou funkci? Nebo jejich rozdil pripadné soucin ¢i podil, atd.?

Deime se do toho. M¢jme n¢jakou funkci h(x) = f(x) + g(x) a chceme ji derivovat, tj.
urcit jgji derivaci. Pri odvozeni opét vyjdeme z definice derivaci, totiz z nam jiz tak dobie
znamé limity diferen¢niho podilu. Zigime bude platit, ze h(x + h) = f(x + h) + g(x + h), takze
nceh)- ) - # (e )+ gl h)- [1(9+ (6]

muzeme do limity dosadit: ngg

h® 0 h
vyraz v ¢itateli ziomku usporédame = lim fx+h)- f(x); g(x+h)- gx) = adéle rozdslime
na soucet dvou Zomka = lim& (x+h)- 7(x) + gx+h)- g(x)g: vyuzijeme toho, ze limita
he 08 h h H

f(x+h)- f(x),

sou¢tu dvou funkci je soucet limit obou sCitanct a dostavame =Ilj(gr(1)

. Ob¢ tyto limity predstavuji postupné derivace funkci f(x) a g(x) a

g(x+h)- g(x)
h

muzeme proto psat, ze derivace souctu dvou funkci je rovna souétu derivaci obou scitanct.
Nebo-li zapsano matematickou symbolikou [f(X) + g(X)] = [f(X)]" + [g¥)] = + g .
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Podiveime se na rozdil dvou funkci. Mé&me funkci h(x) = f(X) — g(x). Vyuzijeme
analogie s predchazejicim prikladem a mizeme rovnou dosazovat a upravovat limitu
(et )- () _ T lx+h)- gt h)- [F()- g

diferencniho podilu: lim =
h® 0 h® 0 h

=lim f(X+h)' f(X)- [g(X+h)' g(X)] =lim f(X+h)' f(X)_ lim g(X+h)' g(X) Pod edni
h® 0 h h® 0 h h® 0 h

rozdil v rovnosti predstavuje rozdil derivaci funkci f(x) a g(x) a tudiz mizeme psa, ze
derivace rozdilu dvou funkci je rovna rozdilu derivaci mensitele a mensence. Symbolicky tato
vétavypada nasledovné: [f(X) —g(X)] = [f(X)] —[g(¥)] =f —-g".

Jak to bude vypadat s derivaci g(x), ktera je soucinem néjaké funkce f(x) a konstanty
c I R?zZigme plati, ze g(x + h) = ¢ xf(x + h) a mizeme jiz dosadit do limity diferenéniho

g(x+h)- g(x) _ . cxf(x+h)-cxf(x)_,. & f(x+h)- f(x)a_
=lim =lim A % =
h h® 0 h h® 0 h H

podilu funkce g(x): Ig(gr(l)

2' fl) cxf’(x). Toto odvozeni nam tedy fiké, e pri derivovani soucinu

n¢jaké funkce a konstanty je mozné tuto konstantu pied derivaci vytknout a derivovat pouze
onu funkci. Nebo-li symbolicky: [c X(X)] = ¢ {f(X)] = ¢ A".

Podiveime se nyni na sou¢in dvou funkci a jeho derivaci. Mé&me funkci
h(x) = f(X) xg(X) a ptame se, jak vypada derivace [h(X)]” = [f(X) »g(xX)] . Bude zigjme platit, ze
h(x + h) = f(x + h) xg(x + h) a mizeme tak dosadit rovnou do limity diferencniho podilu

gt h)- g0 _ 10t npglerh)- 10000 - | e
h

h® 0 h

funkce g(x). Dostavame Ig(grg

provedeme Upravu prictenim a zase odectenim vyrazu g(x + h) xf(x) a po jednoduchych
Upravéch dostavame postupné toto feseni:
—lim f (x+ h)xg(x+ h)- g(x+ h)><f (x)+ g(x+ h)><f (x)- f(x)xg(x) _

h® o h
gl G ) 1) (gl ) o)

h® 0 h
:Lig(',é (x+h) f(x+ hg- f(x)§+u®r%§f x) g(x+h)- g(x)gz
- g(x)lim f(x+h2- f(x), f (<)im g(x+h2- g(x) _

kde limity predstavuji postupné derivace funkci f(x) a g(x). Mizeme proto psat, ze derivace

soucinu funkci f(x) a g(x) je rovna, prvni funkce derivovana nasobeno druhou nederivovanou
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plus prvni nederivovana nasobeno druhd funkce derivovand“. Symbolicky tuto vétu vyjadiuje

zapis: [f(x) >g(¥)]" = F'(x) *g(x) + f(x) xg°(x) = " >xg+ f xg".
Z téch zakladnich operaci ndm zbyva uz jen podil dvou funkci, respektive jeho

derivace. Jak tedy vypada derivace podilu dvou funkci? M&jme funkci h(x) = % , pricemz

g(x) 1 0. Z predchézejicich piikladi je patrnd anaogie odvozeni a proto mizeme jiz rovnou

dosadit do limity diferencniho podilu pro funkci h(x):
f(x+h) f(x)

_h(x+h)- h(x) _. g(x+h) g(x) _ elaef(x+h) f(x) ot

lim =lim =lim -

h® 0 h h® 0 h h®0 h g(x+h) g(x)m

zévorkéch nyni sesteme: Ilmg1 f(x+h)xg(x)- f(x)xg(x+h)C

wogh g(x+h)=g(x)

1 _f(x+h)xg(x)- f(x)xg(x+h)3. NT—
U

e

Vyraz v kulatych

u . . .
g a vyuzijeme komutativnosti
a

) . é
operace nasobeni: ”&gg(x+h)xg() -

v ¢itateli pricist a opét odeCist soucin f(X) xg(x) a provést nasedujici jednoduché Upravy:

. € 1 _f(x+h)xg(x)- f(x)xg(x+h)u

wo8g(cr gk h 4
_iimé ( 1) o _f(x+h)xg(x)- f(x)xg(x)+ f(x)>g(x)- f(x)xg(x+h)3:
hoo&g(x + h h a
_ 1 eg(x)lf (ke h)- £ (x)]- f (xfg(x+h)- gx)]u_
o(x)7g(x) "8 h H
:mﬂmé (x)v[f(x+ hg- f(x)] f(x)v[g(X+ hg- g(x)]gz
= gty B I i e S
= gy BAE 2 1t

Limity v posednim radku predstavuji ale derivace funkci f(x) a g(x) a tak mizeme psat, ze:

1 Ot ()= () (x _ (x> a(x)- f(x)>g(x)
—W’{Q() t(x)- f(x)>g(x]

g\X
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Vysedny vztah pro derivaci podilu dvou funkci mizeme tedy shrnout ve vété ,prvni funkce
derivovana nasobeno funkci druhou méné prvni nederivovana nasobeno derivaci druhé

funkce a to celé deleno ctvercem druhé funkce’. Symbolicky pak zpis tohoto derivacniho

pravidla vypada nésledovné: gf(x)@( = F{x)g(x)- (x) xg(x)
go(x)t g°(x)
Téchto pét z&kladnich derivaénich pravidel nyni shrneme v piehledné tabulce:
[f() + 9] = F(X) + g'(x)
[f() —a()]" = () —g'(X)
[c X(X)] = c X' (X)

[f(3) g()]" = £(x) >g(x) + f(x) >g'(x)

e1(x)u _ F(x)g(d)- 1(x)>g(x)
so(x)t g°(x)

[.III.IV Derivace slozené funkce
Abychom s mohli vyvodit dalsi derivaéni vzorce, je tieba definovat nékterd dalsi

derivacni pravidla a jednim z téch nejzakladngjsich je derivace funkce sozené. M¢jme tedy
funkci g: y = g(x) ajinou funkci f: z= f(y). Za hodnotu argumentu y funkce f mizeme dosadit
celou funkci g a dostéavame tak funkci f v predpisu f: z = f(g(x)). Funkce f je nyni funkci
slozenou a my se budeme ptat, jak vypada jeji derivace.

Prvnim piredpokladem je, ze funkce f(y) ma viastni derivaci v bodé yo = g(Xo). Za
druhé, ze funkce g(x) méa take vlastni derivaci, tentokréat v bodé xo. Za téchto predpokladt se
tedy ptéame, jak vypadéa derivace funkce f(g(x)).

Bude se jednat o] vysetieni limity
[f(g(x)) ¢=Iim f(g(X0+h))- f(g(xo)) =lim f(y)' f(yo) =lim f(y0+k)' f(yo) pri
h® 0 h h® 0 h h® 0 h

oznaceni g(xo + h) = y = yp + k, pficemz (viz vyse) g(xo) = Yo. Protoze se h hlizi k nulové
hodnoté, bude se také ¢ido kblizit k nule. Uvédomme s, Ze vyznamové je hodnota
h = x—Xy ahodnotak = y — yg! Jinak feceno, je h prirastek argumentu funkce g(x) a k je pak
prirastek argumentu funkce f(y), coz je totéz, jako priristek funkeénich hodnot funkce g(x)
v zavidogti na hodnot¢ h.

Ztéchto Uvah a podle vyse uvedeného znaceni mizeme psa nasedujici:

lim f(y0+k)' f(yo):|iméf(yo+k)' f(yo)x58:|iméf(yo+k)' f(yo)VY' YO@:
h® 0 h h®08 k hg h®08 k h H
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ef (yo +k)- f(ys) 906 +h)- 90)u_ . flyo+k)- flys). 9 +h)- glx,) _

zlhlggg k h H_Ihigg k Ihlgg h -
. fly, +k)- f . +h)- g(x , , . oL
=lim (2 k) (YO)LIQJ g(%, 2 9lxo) - f(y,)*g(%,). Uvédomme s, ze jak h @ 0

tak i k ® O, takze s mizeme v pripadé prvni limity dovolit misto symbolu h psat k!

Takze véta o derivaci slozené funkce nam tika, ze ,derivaci vnéjsi funkce nasobime
derivaci funkce vnit/ni“. Pokud méame vicendsobné slozenou funkci, derivuje se retézenim
tohoto pravidlaa. Muzeme psa pravido o derivaci dlozené funkce ve tvaru:
[Z09]" = [f(gG)]” = F(y) g’ (x) = f .

Zkusme nyni vypotitat derivaci funkcey = sin®((x + 1)?). Rozebereme zadanou funkci
z hlediska retézeni vnorenych funkci. Funkce (x + 1) je funkci vnitini, k ni je vnéjsi funkci
jeif kvadrét. Dée funkce (x + 1) je vnitini funkci funkce sinus. Tato je jesté vniténi funkci
jgji tieti mocniny. Takze mizeme derivovat:

[sin¥((x + 1)A)]” = 3 xsin?((x + 1)) xcos((x + 1)?) x2(x + 1)

Nejprehlednéjsi je derivovat dozené funkce smérem od vngjsi funkce k vnitini tak, jak je
ukazano na prikladé. Derivace vngjsi funkce je podtrzena dvojité, derivace k ni vnitini funkce
je podtrzena jednou ¢arou a kone¢né derivace posedni vnoiené funkce je bez podtrzeni. Je
tieba s také uvédomit, ze jsme pro derivaci vngjsi funkce (dvakrédt podtrzend) a derivaci
funkce nejvice vnorené (bez potrzeni) vyuzili vzorce [XY]” = n xx" !, kde je mozné za
hodnotu x dosazovat libovolnou jinou funkci!

Uké&zeme s derivaci dozené funkce jest¢ na jednom prikladu. Mé&me funkci
gy = 5" =H kde x je z mnoziny viech redlnych &isel. Vyuzijeme derivace funkce podie
vzorce [€]” = €, alejetiebad jeste uvédomit, ze samotny exponent je také funkci argumentu
x! Takze celou funkci musime derivovat jako funkci slozenou, kde mocnina o zakladu e bude
vnéjsi funkce a [sin(4x) — 4x] bude vnitini funkci. Navic jesteé funkce 4x bude vnittni funkci
sinu! Derivujme: [eS"®) =#]" = S = 14 xcos(dx) — 4]. | tato funkce mé jako definicni
obor vsechnaredlna cida, takze je vie v poradku.

Tento priklad viak povazuji za jeden ze zésadnich! Z&dam proto studenty aby mu

vénovali patticnou pozornost!!!

[.IILV Derivace inverzni funkce
Je-li libovolna funkce funkci prostou a navic spojitou na néjakém intervale J, existuje

k ni natomto intervale vzdy funkce inverzni. Mame tedy definovanou funkci f: x = f(y), ktera
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je prosta (tedy ryze monoténni) a spojita naintervalu J. K funkci f existuje tedy funkce f2, pro
kterou plati H(f™Y) = D(f), D(f) = H(f) ay = f(x) pro viechnax = f(y), y 7 J / D(f).
Podivejme se nyni, jak bude vypadat derivace funkce y = f(x). Pijde o to vysettit nasledujici

-1 -1
jmite: [£ (= tim TG D) 00) Yotk Yo ey K =
heo h h®0(xo+h)' X, "o f(YO+k)' f(YO)
. k . 1 1 .
=lim =lim = . Je tieb ct
w0 (y, +K)- T(yo) "0 (Yo *K)- T(a) | Ttk ()~ o O
k h® 0 k

uvédomit, ze hodnota h = x — Xp, takze mizeme psat, ze h = xp + h — x! Dde plati, ze

(% + h) = F3(X) = y = yo + k, kde k je piirastek argumentu funkce f: x = f(y). Z analogie

pak méme f(xo) = Yo. Blizi-li se hodnota h nule, pak se také nule bliZi i hodnota k. Je mozné

je proto zameénit a psa 1 = 1 -_1 . Misto
im f o tk)- Tlye) ¥ +kk)- o)~ f(y,)

h® 0 k k® 0

symbolu yo mizeme psat y a dostavame tak vztah pro derivaci inverzni funkce:
a1
[f (X)] —m-
Pouziti s uk&zeme na prikladu. Derivujme funkci y = arctg x. Pfi oznateni
y = f(x) = arctg x dostavame, ze x = f(y) = tan x. Plati, ze [f(x)]" = 1/ f'(y). Takze feseni
mizeme psat: y' = [arctg X]” = [f(x)] = 1/f(y) = 1/[tany] = cos’ y. Je nutné oviem tuto
cos’ y

derivaci prevést zpst k proménné x. Muzeme upravovat: cos’y = 5 —— =
cos“y+sn-y

cos’ y 1 3 P e o
— = >— . Protoze podle zadani je y = arctg x, musi byt x = tan'y
) sn“y0 l+tan"y
CoS y§+ ;T
COS" Y i

(inverzni funkce k funkce arkustangens). Dosadime do vyrazu za tan y = X a dostavame
1 1
1+tan’y 1+x*’

kone¢nou podobu derivace funkce y = arctg X, totiz [y]” = [arctg X] =

coz je zaroven dalsi derivacni vzorec!

Pomoci derivace inverzni funkce odvodime také derivaci funkce f: y = In x, x / R,
kterou budeme potiebovat hned v dalsi kapitole.

Zopakujme s definici prirozeného logaritmu. Rikame, ze y = In x prévé tehdy, kdyz
e = x. Z levé strany ekvivalence dosad’me nyni za y do strany pravé a dostavame rovnost:

"= x.
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Funkce f: y = In x je jisté funkci prostou a spojitou na celém svém defini¢nim oboru
(kladné redlna ¢ida). Podle definice prirozeného logaritmu k ni proto existuje inverzni funkce
(y), pro kterou plati f: x = &, kdey / R. Podle véty o derivaci inverzni funkce bude platit,

coz v nasem konkrétnim pripadé znamena, ze [In x]qli_i.

ve f/(x)= .
el e

1
e
(1)
Hodnota €’ je ale rovna x, takze mizeme dosadit do derivace a psat [In x]¢= 1 pro vsechna
X

kladnaredna ¢idla. A je nasvété dalsi derivacni vzorec! Jak jednoduché, ze?

l.II.VILogaritmické derivovani
Tento postup se pouziva ve chvili, kdy je tieba urcit derivaci slozené funkce h(x) typu

h: y = (¥ na intervalu J, na kterém je f(X) > O (funkce f(x) bude totiz po Uprave
v argumentu logaritmu). Je tieba ae také piedpoklédat, ze na intervalu J existuji viastni
derivace f'(X) a g’(x).
ptirozeného logaritmu. Rikédme, e y = In x pravé tehdy, kdyz e = x. Zlevé drany
ekvivalence dosad’me nyni zay do strany pravé a dostavame rovnost: €"* = x.

A pravé pomoci této vlastnosti logaritmii miizeme upravit funkci f(x)°® natvar, s nimz
s jiz poradime. Dosadme nyni za hodnotu x celou funkci f(x)®® a dostavdme rovnost
h(x) = f(x)2™ = el 0] = st 1) Funkei g(x), kterd byla pivodné exponentem, jsme
pomoci vlastnosti logaritma piresunuli do soucinu s logaritmem funkce f(x)!

Kromeé této vlastnosti logaritmi vyuzijeme také véty o derivovani dozenych funkci

(viz. kapitola LIILIV). Mé&me tedy funkci h(x)=e®" ™ ierou je tieba derivovat.

DOStélVéme [h(X)]¢: [f (X)g(x) ]¢: [eg(X)*nf(x)]q:: eg(x)*n f (x) )gb,(x) >4n f (X) + g(X) 1 Xf,(x)..g

fx) %

Protoze je ale funkce e ") rovna pavodni derivované funkci, mazeme za ni zpst dosadit

a psit tak [n(C=[r (0] = 1 xgg X)An £ (x)+ g(x) e xF(x)2. Jeli interval
f(x) 2

J [ D(h), pak i v derivaci h’(x) musi byt x / J. A to je dalsi derivacni pravidlo, které je velmi

dulezité!

LILVII Nékteré dalsi derivaéni vzorce

Na zac¢atek mam jednu velmi dulezitou pozndmku. Pri vypoctu derivaci je treba vzdy
uréovat defini¢ni obory funkci ve vsech krocich Uprav véetné konecnych vysledki!!! Vyznam
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této poznamky dolozim na jednom vynikajicim piikladu, ktery jsem pievzal ze skript
,Diferencidlni pocet 1 od autorii Jankovského a Prichy, CVUT, 1994. Jedna se o derivaci
funkce f:y=In(cos4x- p). Zigme definicnim oborem této funkce budou viechna reéina
¢ida x vyhovujici podmince cos 4x — p > 0. Takova realna ¢ida ale neexistuji takze funkce f

neni v oboru reanych ¢isel vabec definovanal Provedme ae formani derivaci podle jiz

odvozenych pravidel a postupy. Muzeme psat:
[In(cos4x - p)]q::;x(- 4sin 4x):M. Tato nase formdlni derivace je de
cosdx- p p - Cos4x

naproti tomu definovana hned pro Uplné vsechnaredna cidal
Pomoci vztahti odvozenych v piredchazejici kapitole muzeme definovat nékolik
dalsich derivacnich vzorca, které se fadi mezi ty zakladni. V kapitole L.111.11 jsme ,,nakoudli*

derivaci této funkce f: y = X", D(f) = R, n / Z~. Podivegjme se na ni trochu podrobngji.

Exponent mocninné funkce f je zéporné ¢ido. Polozme rovnost m = —n. Cido m je nyni

(
kde dleje
8 H

(jak jsem jiz naznacil) ¢ido m kladné a dostavame tak vlastné derivaci podilu dvou funkci,

kladné a pomoci tohoto kroku dostavame nasledujici feseni. Plati, ze [x”] =

z nichz jedna je konstantni a druha (ta ve jmenovateli) je X" skladnou mocninou. Mtzeme

, elu_oxxm-lxmxxm'l_ mxx™t 1o
tedy psat: SmH o = =-mxx" "

za—m z nasi pavodni Gvahy hodnotu n (podle pocétecniho zavedeni totiz platilo, zem= —n) a

=-mxx "', Dosadime nyni

(

celu_
x"H

. (
kladného exponentu! Tedy pro viechnan / Z plati [x”] =nxx""!

dostavame = [x”] =nxx"". Vidime, ze tento derivacni vzorec je stejny jako v pripadé

CD?'D

Dalsi dva derivacni vzorce s odvodime z piikladu na procviceni derivaci. Jedna se
derivaci funkce tan x a cotg x.

. o Lo sn X oy L
Zatneme tou prvni. Zigme plati, ze tanx= a tak mizeme psat, ze
COS X
¢_ésnx )
e U o v ey ;e . . . L, e, v
[tan 80 H a mazeme jiz bez problémi derivovat, protoze se ngjedna o nic jiného, nez
SX

o derivaci podilu dvou funkci, jgichz jednotlivé derivace umime jiz uréit. Mazeme tedy psat,
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, - ‘( - - 2 - 2
Lo €SnXu _ cosx>cosx- sinxX- sinx) _cos’x+sin’x _ 1
" 8cosxH cos? X cos? X cos? X

. Takze jsme odvodili

derivacni vzorec pro derivaci funkce tangens, tedy [tan x]¢=

cos? x

.

Podobné¢ odvodime derivacni vzorec pro funkci kotangens. Uvédomme s, ze
cotg X = tan x a proto plati nasledujici vypocet derivace a dalsi Upravy:

( . . .
gCOSXU _ - SN X>8iN X- COSXXCoSX _ - sin®x- cos”x _ -1

GsnxH ~ sin? x sin? x sin? x

Odvozeny vzorec pro

derivaci funkce kotangenstedy je: [cotg X]” = -

sn?x
Odvod’'me dalsi, pomérng ¢asto se vyskytujici, derivaéni vzorec. Jedna se o derivaci

funkce f :y=log, x. Pro odvozeni pouzijeme opét derivace funkce k ni inverzni, jgiz tvar a
existence vychézi z definice logaritmi. Tedy y=log, x U a’ =x. Podle véty o derivaci

1 1 1 1

: ] . . ¢
funk | = = = = =
inverzni funkce pek mizeme psit: [log, x| [ay]d: [ey*na]q: e”*¥na a’xna

= v Vyuzili jsme také apardtu logaritmického derivovani a zpétného dosazeni
X

z definice inverzni  funkce Kk funkci logaritmické. Derivaéni vzorec ma tedy tvar:
[Ioga X]¢:><I—1na’ kde x patii do kladnych realnych ¢isel a a je z kladnych rednych cisel
X

raznych od jedné Za hodnotu x je mozné dosazovat libovolnou jinou funkci f(x), jeiz
defini¢ni obor je shodny s defini¢nim oborem logaritmu. Bude se pak jednat o derivaci podle
pravé odvozeného derivacniho pravidla ale piida se jesté derivace sozené funkce! Specidnim
tvarem tohoto vzorce je derivace funkce f: y = log X, tedy dekadického logaritmu. Dojdeme
knému tak, ze za hodnotu zaékladu logaritmu dosadime ¢ido 10 a ddle upravujeme:

1 1,1 _1,1 _loge
log,10 x logl0 x 1
loge loge

¢ 1 _1,
[Iogx]— x

= . Povazujme i tento vztah za
xxn10

jeden z deriva¢nich vzorcu!

Uz jsme s odvodili derivaci funkce arctg x. Podiveime se nyni na arccotg x. | zde
pouzijeme derivace funkce inverzni. Plati totiz, ze y = arccotg x pravé tehdy, kdyz x = cotg y.
Takze muzeme psat: [arccotg X]” = 1 / [cotg y]". Derivujme nyni funkci cotg y, tedy

[cotg V] = - LZ Proto plati, ze [arccotg x]” = —sin® y. Dée je tieba jests provést
sn®y
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jednoduché Upravy a nakonec dosadit zinverzni funkce: [arccotg X]°

=-dn’y=- L. > L ——=- 21 . Vzhledem ktomu, ze zlomek
1 cos” y+sin®y Cos’y 4

s a2 . .
sn°y sn®y sn’y

cos’y / sin®y = cotg’ y = X° (po dosazeni z inverzni funkce!), dosadime misto n&j pravé

symbol x° a tak dostavédme vysledek [arccotg X]” = - 1+1 To je dalsi derivaéni vzorec!

v
Srovname-li nyni derivaci funkce arctg x a arccotg X, mizeme psat, ze
[arctg X]” = - arccotg X] .
Podobné odvodime nyni derivace funkci arcsin x a arccos x. Zaénéme prvni, plati, ze
y = arcsin x prae¢ tehdy, kdyz x = sn y. Muazeme proto derivovat:
1 1 1
[sin y]¢_ cosy J1-sn?y V-
Stejné odvodime i derivaci druhé funkce, pricemz plati y = arccos x pravé tehdy, kdyz
1 1 1 1

[arcsin x|¥=

[cosy]¢_- sny  \1-cosfy  V1- %2

Srovname-li opét obé derivace, zjistime, ze plati vztah: [arcsn x]” = arcos ] ".

X = cos y. Proto mizeme psét: [arccosx]¢=

Odvodime s dalsi dulezity derivaéni vzorec. Je jim derivace [X]". Opét pouzijeme
logaritmického derivovani a mizeme psét: [X] = [€ "Y'= & ™ *xInx + 1) = X'x(In x + 1).
Je tedy [X]= X*x(In x + 1) pro x I R*, coz je zérovei dalsi dalezity derivaini vzorec.
Uvédomme s, ze pokud za promeénnou x dosadime néjakou funkci f(x), pak dostavame
derivaci funkce f(x)™™, ktera se pocita podle derivacniho pravidia pro funkei typu f(x)%®!

LILVII Prehled derivaénich vzorcu a pravidel
Pro piehlednost uvedu v této kapitole vybrané derivacni vzorce a dulezita derivacni

pravidla i spodminkami, za kterych plati (tim také splacim dluh z predchazejicich kapitol,
kde jsem je obfas — nutno dodat, ze umysiné — zanedbéval, abych zgjistil lepsi citelnost
v nékterych pripadech uz tak dost obtiznych pasézi). Odvozeni samo 0 sobé¢ se mize zdét
nepiehledné a proto bude Ucelngjsi tyto poznatky uspoiédat piehledné a uvést je vsechny
v jedné kapitole. | ptes to se viak na jgich odvozeni timto odvolavam. Je tieba ona odvozeni
velmi peclivé nastudovat, nebot nam ukazuji pouziti uvadénych vzorci a také jgich
vlastnosti! Pokud tedy student vynechal kapitoly L.IILII a LIILVII (jakoz i jiné!), necht’ se k

nim nyni vrati a nastuduje je.
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Funkce jeji derivace a podminky za kterych plati
c 0 c/I R
X 1 x/ R
X" nxx""1 xI R,nl N
X" nxx""1 xI R,nl Z
sin x COS X xI R
COS X —sinx x/ R
e e x/ R
1 ”
tan x 5 xI R—{kxp/ 2}
Cos* X
1 ”
cotg X - = x I R —{k xp}
sin‘ x
arctg x 1 xI R
1+ x?
, 1 “
[arccotg X] - 5 x/I R
1+x
. , 1 P ~
[arcsin X] x! al;1a
1- x?
, 1 ~ ~
[arccos X] - x! &1, 174
1- x?
1 ”
In X - x 1 (O; ¥)
X
1 T T +
log, x xI (0; ¥),al R"={1}
xHna
log x loge x 1 (0; ¥)
X
X" Xx(Inx+ 1) xI R*

Nyni s uvedeme, opét tabulkovym zptisobem, derivaéni pravidla, pomoci kterych

vvvvvv
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Z&kladni derivagni pravidla:
[f() + 9] = F(X) + g'(x)
[f() —a()]" = () —g'(X)
[c X(X)] = c X' (X) c/ R

[f) ~g(¥)]" = £(x) >g(x) + f(x) >g'(x)

( , ,
ef( )E _ f (x)><g(x)2 f(x)xg(x) () 1 0
&g(x)t 9°(x)
Derivace dozené funkce:
[2(¥)] = [f(g(X))]” = f'(y) xg'(X) funkce f(y) ma vlastni derivaci

v bodé yo = f(Xo) a funkce g(x) ma
vlastni derivaci v bodé xo

Derivace inverzni funkce:

[f'l(x)](:ﬁ f(y) 2 0, f(y) je funkce prosta

(tudiz ryze monotonni) a spojita

Funkci f'(y) vproménné y je tieba dalsimi vhodnymi Upravami pievést na funkci
argumentu x. Tyto Upravy vychazeji z definice zadané funkce a k ni funkce inverzni!!!

Logaritmické derivovani:
1 0
£ (x)o g ><Inf g(x)*x—— xf'(x)= f(x)>0
[0 = ¢ ”é ()f(x) ()a

Dulezitym predpokladem pro pouziti vsech derivacnich pravidel je, ze existuji v nich
uvadéneé derivace, ato jak funkci zadanych, tak i k nim inverznich (pokud je pouzito pravidlo

derivace inverzni funkce).

l.III.IXNékteré véty o derivacich, spojitost funkce, diferencial funkce
Krom¢ znalosti derivacnich vzorci a pravidel jsou nedilnou soucésti také vlastnosti

derivaci. Jgich znadlost ndm pomaha urcit kdy a hlavné jak pouzit matematického aparétu
derivace at’ uz pro ¢isté matematické aplikace, tak i pro aplikace fyzikalni ¢i jiné.
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prévé témto Uvahdm a vliastnostem derivaci bude vénovana tato kapitola.

Pojem derivace jsme s zavedli pomoci limity diferenéniho podilu. Rekli jsme, ze
pokud tato limita existuje (at’ uz vlastni nebo nevlastni), ma dana funkce derivaci (opét vlastni
¢i nevlastni), ktera je rovna pravé oné limité. Vime uz, ze vysetrovana funkce ma limitu
v né¢jakém bodé xo pravé tehdy, kdyz ma limitu zleva i limitu zprava v tomto bodé a tyto
limity se rovngji. Stejné tak v pripadé derivace. Rikame, ze funkce f(x) ma derivaci f'(x) = A
prave tehdy, kdyz plati f'.(X) = f'_(X) = A. Jednoduse fe¢eno, ma-li n¢jaka funkce f(x) derivaci
zprava i zleva a tyto derivace se rovngji, ma také , oboustrannou” derivaci, ktera je rovna
obéma zminénym derivacim. Dukaz této véty je shodny s dikazem podobné véty pro limity
uvedenym v kapitole L1111, proto jej natomto misté nebudu uvadeét.

Dulezitym pojmem je spojitost funkce. Tu jsme uz definovali na z&kladé existence
limity zkoumané funkce v bodé Xy, ktera se rovnala primo funkeni hodnoté této funkce v bodé
Xo. Podiveime se nyni na spojitost funkce z hlediska derivaci.

Rikame, e funkce f(x) je spojita v bodg x, pravé tehdy, kdyz existuje v tomto bods jeji
vlastni derivace f'(x). Totéz pro spojitost funkce zprava respektive zleva, jen spouzitim
vlastni derivace zprava respektive zleva.

Dukaz této véty je jednoduchy. Pokud existuje viastni derivace funkce f(x), tedy f'(x),

musi platit nésledujici: ugg[f (x, +h)- f(x)]=lim fx + hg- f (%) h =

h® 0

=lim flx + hg_ fx) dimh = f€x,)>*0 =0 a srovnanim levé a pravé strany této rovnosti
dostavéame rovnici: ngg[f (x, +h)- f(x)]= lim f (x, +h)- lim f(x,) = 0. Po vysetreni limity
mensitele a pomoci jednoduché Gpravy méme rovnost: lim f (x, +h)= f(x,). To znamen4, ze

funkce f(X) je spojitA. Analogicky pro spojitost funkce f(X) zprava a zleva.

Pokud existuje derivace funkce f'(x) v bodé xo a je nevlastni, funkce f(x) nemusi byt
v tomto bodé spojital

Podivegime se na priklad. M¢jme funkci f: y = sgn(x) a mame zjistit spojitost této
funkce v bodé xo = 0. Funkce je definovana pro vsechna redlina ¢ida tak, ze pro x < 0 je
f(x) = =1, pro x = 0 je f(x) = 0 a nakonec pro x > 0 je f(x) = 1. Aby existovala derivace,

f(x +h)- f(x)
h

musela by existovat také limita Ig(grg . 'V pripadé, ze vysetfujeme existenci
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f(h)- £(0)_

(% +h)- f(x)
h

derivace (a tedy limity) v bodé xo, bude platit: Ig(grg :|hlg(l) - =
. 1-0 .1 . . . . c oL
= Ig(gr(l - = Iggg e Uvédomme g, ze h > 0 (nule se nerovnd), takze f(h) musi byt rovno

jedné Ddle protoze je h > 0, bude se h blizit k nule vzdy zprava a proto bude hodnota
jmenovatele zlomku vzdy kladnd, i kdyz velmi blizka nule. Bude tedy platit, ze Iggg % =+¥.

To ale znamend, ze derivace funkce f: y = sgn(x) v bodé xo = 0 existuje a je nevlastni, tedy
f'(xX) = +¥. Ackoliv derivace funkce sgn(x) existuje (nyni jsme jeji existenci dokazali) funkce
neni v bodé Xo = 0 spojita, ato dokonce ani zprava ani zleval

Dasim dalezitym pojmem je diferencid funkce. Podiveime se nyni na obrézek
l.III.IX.a, ktery nam velmi ndzorn¢ ukazuje geometricky vyznam pojmu diferencid funkce.
Z obrézku pak vyvodime matematickou definici (postup neni zcela exaktni, ale je velmi
nazorny).

Piedné¢ musime mit definovanou 4

néjakou funkci f: y = f(x) a dade pevné  |f(x,+ h)

zvoleny bod xo. Zigmeé bude platit, ze }h i =hxF )|
XgJ = XTI (X X=X

pokud se z bodu %, hneme do bodu X, + h, h

pak mizeme prirastek funkéni  hodnoty j (o) ‘

vyjédiit rozdilem f(xo + h) — f(xo). Otézka Xoo o Xoth
Obrézek .IILIX.a

zni, zda je tento prirastek funkce v bodé xo
ptiblizn¢ ptimo umérny prévé hodnoté prirastku argumentu h (tj. zda je hodnota q — viz.
obrazek Llll.IX.a — natolik mala, ze ji mizeme zanedbat, tedy, ze je limitné blizka nule).
Samozigimé predpoklédame, Ze |h| nabyva velmi malych hodnot. Tato myslenka nés vede
k tomu, vyjédtit hodnotu f(xo + h) jako funkci piirastku argumentu h. Z geometrie je zietelné
vidét, ze bude platit:
fxo+ h) = f00) + h '] ,_ +q

Takze pokud existuje ¢islo '(X)| - takové, ze vyhovuje dané rovnosti, pricemz se hodnota
g bude limitné blizit nule pro h ® 0, pak vyraz h xf"(x)| ey, NEZVEME diferencidlem funkce
f(X) v bod¢ Xo.

Geometricky vyznam diferencidlu funkce je zigjmy. Pro velmi malé hodnoty prirastku

argumentu h mizeme piirastek funkeéni hodnoty v bodé X, napsat jako funkci proménné h
schybou g, ktera je ale mnohem mensi nez absolutni hodnota prirtistku argumentu h!!!
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Pro priblizeni sposteme priklad. Uréete hodnotu funkce f: y = x* pro x = 4,025. Je
vidét, ze x = 4 + 0,025, kde v nasem znaceni bude xo = 4 ah = 0,025. Derivujme funkci f(x) a
mame f'(x) = 3xx°. Mizeme tedy spouzitim diferencidlu psat: X° = xo° + f(x) x h =
= 4%+ 3 x4% x0,025 = 64 + 48 x0,025 = 64 + 1,2 = 65,2. Ov&me nyni pomoci kalkulatoru
presnost vypoitu a dostavame: (4,025)° = 66,208. Rozdil mezi spravnou hodnotou a némi
vypoctenou pomoci diferencidlu je v absolutni hodnoté 0,008, je tedy cca tretinovy oproti

ptirastku argumentu h!!!

LIII.X Véta o stfedni hodnoté
Véta o stiedni hodnoté je z hlediska derivaci velmi dulezita. Proto ji vénujeme jednu

celou kapitolu. V nékterych literaturéch se také miazeme setkat s jingm nazvem, totiz s vétou
o prirastku funkce respektive s vétou Lagrangeovou. Tato véta spolecné s vétami Rolleovou a
Cauchyovou maji zésadni vyznam!!! Dd&e v kapitole jg ukézi. PolozZme neprve vétu
Rolleovu, tu pak zobecnime do véty o stiedni hodnoté a jgim zobecnénim dostaneme vétu
Cauchyovu.

Podivejme se na funkce f: y = apx® + apx + az, a1 < 0ag y = |[x + by| + by, kde
by, b, < 0. Grafy téchto funkci jsou na obrazcich I.111.X.a a L.IIl.X.b. Ob¢ funkce maji tu
vlastnost, ze kragjni body a, b lezi na ose x atak f(a) = g(a) = f(b) = g(b) = 0. Navic jsou ob¢
na intervalu &; b7 spojité, coz je velmi dulezity predpoklad!!! 4
Vsimnéme s ngjprve funkce f(x). Urcité¢ bude na intervalu (a; b)
existovat néjaky bod c, pro ktery bude platit, ze f'(c) = 0, tedy, ze

derivace funkce f(x) bude nulovd Kdyby funkce f(x) méla na %)

intervalu (a; b) vice lokanich extrémt (maxim respektive minim)

v

existovalo by bodu ¢ stouto vliasthosti nékolik. Muzeme tedy fici, 2 ¢ n
e pokud existuje interval &; bAna némz je funkce f(x) spojita Obrazek |.lILX.a
takovy, ze f(a) = f(b) = 0, potom existuje alespon jeden bod c
stou vlastnosti, zec /' (a; b) a zaroveii f'(c) = 0. t
Podivejme se na funkci g(x). Na intervalu &; bfije také 9(X

spojita a podle nasich predpokladi by tedy nékde na otevieném

v

intervalu (a; b) mél existovat alespon jeden bod c takovy, ze

g'(c) = 0. Mohlo by se zdét, ze timto bodem je ¢ = [-hy; by]. Obrézek 11I1.X.b
Takze otazka zni, existuje v bodé ¢ = [-by; by] derivace funkce
9(x)?
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Odpoveéd’ je nasnadé. Aby méla funkce g(x) v bodé ¢ derivaci, musi mit v tomto bod¢
derivaci zprava i zleva a navic se tyto derivace musgji rovnat. Derivace funkce g(x) v bodé ¢
zprava je rovna 1. Derivace funkce g(x) v bod¢ c zleva je viak rovna —1. Ta de znamend, ze
se jednostranné derivace v bodé ¢ sobé nerovngi a proto funkce g(x) v bodé ¢ nema
derivaci!!! A to ackoliv byly spinény vsechny az do ted’ definované podminky. Jednd se totiz
0 podminky nutné, nikoliv vsak postacujici.

Je tieba dodefinovat jesté jednu podminku, totiz, ze zkoumana funkce bude mit na
otevieném intervalu (a; b) derivaci. Rolleova véta proto musi znit: méjme funkci f(x), ktera je
pojitd na uzavieném intervalu &; bA pricemz plati rovnosti f(a) = f(b) = 0. Dae necht’
existuji derivace f'(X) na celém otevieném intervalu (a; b)! Potom existuje bod ¢ / (a; b)
takovy, zef’(c) = O.

Dukaz této véty je velmi jednoduchy. Z geometrie problému je zigimé, ze mohou
nastat tyto tfi pripady: jednak existuje alespon jeden bod x; z uzavieného intervalu a; bA
takovy, ze f(x1) > 0, zadruhé existuje alespon jeden bod X, z uzavieného intervalu &; b
takovy, ze f(x2) < 0 a konetné zatteti je to situaci, kdy nenastane ani prvni ani druhy pripad,
tedy kdy je ma funkce f(x) na celém uzavieném intervalu funkéni hodnoty nulové, tj. f(x) = 0
pro vechny x /' &; bA

Podivejme se na prvni moznost. Podle Rolleovy véty musi na intervalu &; brAexistovat
bod c takovy, ze f(x) £f(c) pro viechnax / &; bf tedy i pro x;. A protoze je f(a) = f(b) = 0,
musi byt ¢ Z a, b a budou platit tyto nerovnosti: a < ¢ < b. Rolleova véta déle predpoklada
existenci derivace ve vsech bodech otevieného intervalu (a; b), takze bude také existovat
derivace funkce f(x) v bodé c, f(c). Kdyby byla f'(c) > 0, byla by funkce f(x) v bodé c
rostouci a proto by existovalo v intervalu (c; b) néjaké ¢ido x takové, ze f(x) > f(c). To ale
neni primo z predpokladti Rolleovy véty moznél!! Kdyby byla f(c) < 0O, byla by funkce f(x)
v bodé ¢ klesgjici a na intervalu (a; ¢) by existovalo néjaké ¢ido x takové, ze f(x) > f(c), coz
opét neni podle predpokladi mozné!!! Takze shrneme-li vse, derivace f'(c) existuje, neni viak
ani kladna ani zporna, musi byt proto f'(c) = 0.

Za druhé, vezméme funkci —f(X). Je jisté spojitd na &; bAia mataké derivaci v kazdém
vnitinim bodé tohoto intervalu. Navic plati —f(a) = —f(b) = 0 a z&roven je —f(xz) > O.
Vzhledem k prvnimu piipadu tedy existuje bod ¢ 7 (a; b) takovy, ze -f(c) = 0 atedy také
f(c)= 0.

Treti pripad neni tieba dokazovat, protoze f'(X) = 0 pro kazdy bod intervalu
otevieného (a; b). Tim je dikkaz Rolleovy véty hotov.
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Pokud vynechdme rovnogt f(a) = f(b) = O, tedy pripustime také, ze mize nastat
situace, kdy f(a) 2 f(b) 2 0, dostavame vétu o stiedni hodnoté (viz. obréazek 1.111.X.c). Vétao
stiedni hodnoté nam fika, ze pokud je néjaka funkce f(X) na uzavieném intervalu &a; bAspojita
a existuje-li derivace funkce f(x) ve vsech vnitinich
bodech otevieného intervalu (a; b), potom existuje A

despoii jeden bod ¢ [ (a; b) takovy, ze

f(c)zM. Co to vlastné znamen&? S ) -f(@)
b-a iC |

: A T
Podil M je vlastné smérnice primky s, @ 1 ®) R

-a a c b
Obrézek I.1Il.X.c

ktera prochazi body A a B a ¢ido f'(c) je smérnice tecny t
sestrojena v bodé C. Geometricky nam tedy véta o stiedni hodnoté iika, ze na oblouku AB
grafu funkce f(x) existuje alespon jeden bod C stou viastnosti, ze te¢na v ném sestrojend je
rovnob¢znd s piimkou prochézejici krajnimi body A a B uvazovaného obloukul.

Provedeme jesté jedno zobecnéni na vétu Cauchyovu. Tato véta se tyka dvou funkci
f(x) a g(x) a tvrdi: m¢jme dvé funkce f(x) a g(x), obé spojité na uzavieném intervalu &; bA
pricemz funkce f(X) ma na celém otevieném intervalu (a; b) vlastni nebo nevlastni derivaci a
funkci g(x) ma na tomto intervalu vliastni derivaci ne rovnu nule. Potom existuje na otevieném
intervalu (a; b) bod c takovy, ze f(b)_ f(a) = f((c) . V pripadé, ze se funkce g(x) = x atedy

gb)- gla) g¢c)

g'(xX) = 1 dostdvame vétu o stiedni hodnoté!

Tato véta v podstate tika, ze na otevienem intervalu (a, b) existuje bod ¢ stou
vlastnosti, ze derivace v ném spoctené jsou ve steiném pomeéru jako prirastky funkénich
hodnot funkci f(x) ag(x) v krgjnich bodech intervalu &; b/

Jednim z hlavnich dusledki véty o stiedni hodnoté je ten, Zze funkci f(x), ktera mé
derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu (a; b), nazveme konstantni pravé tehdy, kdyz
plati f'(x) = 0 pro kazdy bod x /' (a; b).

l.IIL.XI Derivace druhého a vy$sich radu
Derivace tak, jak jsme s pojem nadefinovali a naucili se snim pracovat
v predchazejicich kapitolach, je derivace prvniho f&du. Misto derivace prvniho fadu se ale

pouziva oznaceni derivace. Derivace znagime riiznymi zpisoby, naptiklad f(x), % d]:j(x)
x ' dx

atd.


http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38

Derivace f'(x) je obecné zase funkci proménné x s defini¢nim oborem vsech x, pro
které existuje vlastni derivace f'(x). Derivaci funkce f'(x) nazyvame druhou derivaci funkce
d?f(x) d’y

dx? ' dx?

nebo jen y2. Derivaci funkce f2(x) nazyvame tieti derivaci funkce f(x) nebo také derivaci

f(x) nebo také derivaci funkce f(x) druhého radu a zapisujeme ji f2(x) pripadné

3
funkce f(x) tretiho fadu a piseme f2€x) pripadné %gx) % nebo y2¢ Muzeme takto
X

pokracovat déle a obecné fikdme, Ze derivaci (n — 1)-ni derivace funkce f(x) je n-ta derivace
funkce f(x), nebo také derivace funkce f(x) n-tého fa&du. Tuto derivaci zapisujeme symboly

g, yo 97 (%)

Vo 3 2/ Zavorky v prvnich dvou moznych zapisech n-té derivace funkce
X

f(x) jsou odliseni od mocniny!!!

Jak to bude vypadat, kdyz udélame m-tou derivaci z n-derivace funkce f(x)? Tedy jak
vyjédiime [f(x)] ™72 Je ztgjme [fV(x)]™ = "+ M(x).

Diilezitym faktem je, ze pokud existuje &islo (o) znamend to, ze existuje derivace
funkce "~ Y(x). To znamend, ze funkce f"~Y(x) je definovana na celém prstencovém okoli
bodu xo a krome této funkce jsou na tomto okoli definovany funkce f" =~ 2(x), " =~ I(x),
f"=9(x), ..., f'(x) anakoneci f(x)!!!

K derivacim vyssich radi se véze také Lebnitzova formule. Mgji-li funkce u a

v derivace v bod¢ xo az do n-tého ¥adu, potom je v tomto bod¢ n-t& derivace jegjich soucinu

g a0 ( o)
rovna uxv =ag :u
Kg

k=0

IV Reseni prabéhd funkci jedné proménné

Tak, jako jsme se v kapitolédch vénovanych limitdm pravé pomoci limit snazili popsat
prabehy funkci, tak se totéz budeme snazit s pouzitim derivaci. A pravé spojeni derivaci a
limit predstavuje ohrom¢ silny néstroj funkciondlni analyzy a dovoluje ndm odhadnout

s dostatecnou presnosti pravé prabehy funkci a nacrtnout jegich grafy.

[.IV.I Monoténnost funkci
V kapitolach vénovanych funkcim na zacdtku téchto skript jsme definovali

monoténnost funkci na zékladé funk&nich hodnot bud’ v celém definiénim oboru a nebo na
n¢jakém intervalu, ktery patfil do defini¢niho oboru zkoumané funkce. Rozlisili jsme s

funkce monotonni, ryze monotonni a nemonoténni, pricemz byla-li funkce ryze monotonni,
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byla také monotonni. Opacné to vsak neplati! Zavedli jsme s také pojem monotonnosti
v celém definiénim oboru zkoumané funkce a monotonnosti na néjakém intervalu. A nyni se
natyto vlastnosti podivame z pohledu derivaci.

Aby zkoumana funkce byla funkci ryze monotonni, musi byt bud’ rostouci a nebo
klesgjici. Podivejme se nyni na funkci rostouci (viz. obrézek I.IV.l.a). Uhd j, ktery svira
tecna ke grafu funkce f(x) skladnou osou x, se samozigimé meéni. Pajdeme-li se z bodu Xo
smeérem K x; (tj. doprava ve sméru kladné osy x), bude se velikost Uhlu j zvétsovat. Nikdy
v§ak nedosahne hodnoty 90°, bude vzdy mensi (kdyby dosahla, nejednalo by se jiz z pohledu
matematiky o funkci)!!!

Pujdeme-li z bodu xo smérem k bodu x; (tj. doleva ve sméru zgporné osy x), bude se
velikost Uhlu j postupné zmensovat az na hodnotu 0° (tam se prozatim zastavime). Bod,
v némz je velikost Uhlu j rovna 0°, v Uvahu zatim br& nebudeme a vénujeme mu celou
kapitolu I.1V.II.

Z tohoto rozboru je patrné, ze v piipadé rostouci funkce je Uhel j , ktery sviratecna ke
grafu zadané funkce vzdy v otevieném intervalu (0°; 90°), tedy, nalézd se vzdy v |. kvadrantu.
Jeho tangenta bude tedy vzdy kladna!!

Geometricky vyznam derivace je jasny. Ve své 4 f(X) (
Ciselné podobé se jedna o tangentu Uhlu, ktery f(x0)
svira te¢na ke grafu zkoumané funkce se smérem f(xo) : ﬂ
kladné osy x. Takze pro rostouci funkci f(x) musi O : a
platit nésledujici vztah: f (x) > 0. 1 AV /i g
To takeé vyplyva z véty o stiedni hodnote. /;( oo
Obrazek I.1V.l.a

Ta tika, Ze je-li funkce f(X) spojitd na n¢jakém

intervalu (a; b), samozigmé a < b, pak existuje bod ¢ / (a; b), pro ktery plati:

f¢c)= M. V piipadé rostouci funkce ale funkéni hodnoty s rostoucim argumentem
- a

také rostou a tak vyraz v citateli zlomku je jisté kladny (kladné znaménko rozdilu b — a ve
jmenovateli zlomku se predpokléda predem!!!). To znamend, ze pro kazdy bod ¢ / (a; b) je
f'(c) > 0 a na intervau (a; b) mizeme psét f'(x) > 0. Rozsitime-li interva (a; b) na cely
defini¢ni obor zkoumané funkce f(x), dostavame nutnou (a postagujici) podminku k tomu, aby
byla dana funkce rostouci na celém svém defini¢nim oboru.

Podobnymi Gvahami dospéjeme  k podmince  pro Klesgjici  funkci

(viz. obrézek 1.IV.1.b). Uhd j, ktery svira tecna ke grafu funkce f(x) skladnou osou x, se
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samozigimé opét meni. | zde bude platit, ze pokud se hneme z bodu xo smérem K x; (tj.
doprava ve smeéru kladné osy x), bude se velikost thlu j zvétsovat a to az na hodnotu 180°.
| nyni bod, v némz je velikost Ghlu j rovna 180°, v Gvahu bré nebudeme a vénujeme mu
celou kapitolu L.IV.II. Z hlediska pribéhu funkci ma tento bod stejny vyznam jako bod,
v némz je velikost thlu j rovna 0°.

Pujdeme-li z bodu xo smérem k bodu x; (tj. doleva ve sméru zaporné osy x), bude se
velikost Uhlu j postupné zmensovat az na hodnotu 90°. Ani zde hodnoty 90° velikost Ghlu j
nedosahne, bude ale vzdy vétsi (kdyby dosahla,
ngednalo by se opét zpohledu matematiky o
funkci)!!!

Z tohoto rozboru je patrné, ze v pripadé f(X)

klesgjici funkce je Uhel j, ktery svira tecna ke f(Xo)
f(xa)

grafu zadané funkce vzdy v otevieném intervau

S )
(90°; 180°), tedy, naléza se vzdy vell. kvadrantu. Xz X0 \X g
Jeho tangenta bude tedy vzdy zépornd!! Takze Obrézek 1.IV.1.b

pro klesgjici funkci f(xX) musi platit nddedujici vztah: f'(x) < 0. Podivejme se na vétu o stiedni
hodnoté. Jesté jedno s ji struéné zopakujeme. Rik4, ze je-li funkce f(x) spojita na n&jakém

intervalu (a; b), samozigm¢ a < b, pak existuje bod ¢ / (a; b), pro ktery plati:

fc)= w. V pifpadé klesgjici funkce ale funkeni hodnoty s rostoucim argumentem

klesgji atak vyraz v ¢itateli zlomku bude zaporny (pricemz kladné znaménko rozdilu b — a ve
jmenovateli zlomku se piedpokléda predem!!!). To znamend, ze pro kazdy bod ¢ / (a; b) je
f'(c) < 0 anaintervalu (a; b) mizeme psat f'(X) < 0. Rozsifime-li opét interval (a; b) na cely
definicni obor zkoumané funkce f(x), dostdvame nutnou (a také postacujici) podminku
k tomu, aby byla dana funkce klesgjici na celém svém defini¢nim oboru.

Pokud cely defini¢ni obor nahradime ngjakym libovolnym intervale | / Dy a na tomto
intervalu je spinéna podminka pro rostouci respektive klesgjici funkci, fikédme, ze dana funkce
je rostouci respektive klesgjici naintervalu I.

A jak je to sfunkcemi nerostoucimi ¢i neklesgjicimi? Zcela analogické. Pro nerostouci
funkci musi platit, ze f'(X) £ 0 a pro neklesgjici funkci pak f'(x) ¢ 0. Student s jist¢ sdm
vramci procvicovani vymodeluje odpovidgjici situace podobné jako jsou uvedeny na
obrazcich 1.IV.l.a a I.IV.l.b pro rostouci a klesgjici funkce. Pokud zde cely defini¢ni obor

nahradime libovolnym intervale | / Df a na tomto intervalu je spinéna podminka pro
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nerostouci respektive neklesgjici funkci, tikame, ze dana funkce je nerostouci respektive
neklesgjici naintervalu I.

Dukaz téchto ¢tyi vét o monoténnosti funkce vychézi primo z véty o stredni hodnoté
pii sledovani znameének zlomku definujiciho onu derivaci funkce v bodé ¢ a z definic rostouci,

klesgjici, nerostouci a neklesgjici funkce, které jsou uvedeny v kapitole I.1.11.

o ] , In® x .
Podivgme se na priklad. Vysetreme monotonnost funkce f :y=——. Defini¢ni

X
obor funkce je Ds = (0; + ¥).
1 2
2y 2l - INTX 2 x
Vypogitejme nyni prvni derivaci: & = X = . . Tak
g X 0 X X

napiiklad v bodé x = 0,5 je f(0,5) @-1,867. V tomto bodé je zkoumana funkce klesgjici. Pro
x =15 je f (1,5 @0,647 a proto je vtomto bodé¢ zkoumand funkce rostouci. Abychom
popsai co nelépe prubéh ngjaké funkce, je tieba zjistit ngen nékteré body zjgiho
defini¢niho oboru, v nichz je dan& funkce rostouci ¢i klesgjici, ae take intervaly, ve kterych
matato funkce zkoumané viastnosti.

Aby zkoumana funkce byla rostouci, musi platit: f(X) > 0. Resenim nerovnice

2Inx- In? x

X2

>0 tak dostaneme intervaly, ve kterych je dana funkce rostouci. Ziejmé bude x?

vzdy kladné, takze aby cela derivace byla kladna, musi byt kladny i citatel zZliomku ve vyrazu
derivace. Takze miizeme nerovnici upravit natvar 2Inx- In® x> 0. Vynasobime-li nerovnici
—1, pak dostavame: In*x- 2Inx <O.

Zavedeme substituci t = In x a po Upravé dostdvamet x(t — 2) < 0. To je ae oby¢gina
kvadratické nerovnice siesenimi t; = 0 at, = 2. Grafem kvadratické funkce je parabola, ktera
je vtomto pripadé oteviend ve sméru kladné osy y (tj. nahoru). Funkéni hodnoty grafu
kvadratické funkce, které jsou pod osou X, se nachazi pravé v intervau (0; 2) na ose x. Po
dosazeni zpéatky do zavedené substituce dostavame interval, ve kterém je zkoumana funkce
rostouci. A to interval (1; €°).

Vysetieme interval, na kterém je funkce f(x) klesgjici. Musi byt spinéna nésedujici

2Inx- In? x

X2

podminka: f'(X) < 0. Takze feSenim nerovnice <0 dostaneme intervaly, ve

kterych je dana funkce klesgjici. Opst bude x* vzdy kladné, takze aby cela derivace byla

zgporna, musi byt z&porny i citatel zZlomku ve vyrazu derivace. Takze muzeme nerovnici
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upravit na tvar 2Inx-In*x<0. Vynasobime-li nerovnici -1, pak dostavame:
In*x- 2Inx>0.

| nyni zavedeme substituci t = In x a po Upravé dostdvdmet x(t —2) > 0. Resenimi této
kvadratické nerovnice jsou t; = 0 aty = 2. Funkeéni hodnoty grafu kvadraticke funkce, kterée
jsou nad osou x, se nachézi prévé v intervalu (—¥; 0) £ (2; + ¥) naose x. Po dosazeni zpétky
do zavedené substituce dostavame interval, ve kterém je zkoumana funkce klesgjici, to jest
interval (0; 1) E (€% +¥).

Z téchto informaci mazeme jiz, i kdyz velmi zhruba, odhadnout prabéh grafu zadané
funkce. Kromé toho muzeme bez problémd urcit funkéni hodnoty zkoumané funkce
v krginich bodech intervali monoténnosti (vyjma bodid x = 0 a x = +#¥!!). Neni nic
obtizného uréit, ze f(1) = 0 a f(e’) @0,368. Abychom zjistili, jak se chova zadana funkce
v pravém okoli poc¢atku a v okoli + ¥, je tieba vzit do hry limity. Tedy vysettit postupné

2 2

oo Intx o Inf X
limity lim a lim
x®0" X @+ ¥

Podivegme se ngprve na prvni uvedenou  limitu.  Po  dosazeni
X = 0 dostdvame neurcity vyraz. Bude ae jmenovatel vzdy kladnym, nekone¢né malym, ale
nenulovym ¢idem. Citatel bude také vzdy kladnym c&isem (figuruje zde kvadrét), ae

tentokrat nekonecné velkym. A
. . . In%x
Proto mizeme psat lim =+¥.
x®0" X

Druha limita je také neurcitym vyrazem,

tentokr& typu ¥ / ¥. Svyhodou vyuzijeme

0,368" / o \
o s >

1 €
I'Hospitalova pravidla a mizeme psat: Obrézek I.IV.l.c
1 1
2 2In x = 2%
. . X _ . 2lnx .2 . "
lim = lim =lim——=Ilim—==1lim—=0. Nyni je mozné graf
xX®+¥ ¥ X® +¥ 1 xX®+¥ Y x®+¥ 1 X® +¥ ¥

zkoumané funkce pomérné piresné vystihnout. Jeho prubéh je nacrtnut na obrazku I.IV.l.c.
Sipky samoziejmé neznamenaji presny prabsh grafu zadané funkce. Jedné se o znézornéni
trendu, které graf ve vypoctenych intervalech monotonnosti ma!!!

LIV.II Extrémy funkci
Dalsi informaci, kterd nam pomize odhadnout graf néjaké funkce, je vyskyt bodu,

v nichz tato funkce nabyva svych maximalnich respektive minimanich hodnot. Témto bodtim
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fikdme extrémy funkce. Podrobné jsme se extremanimi hodnotami funkci zabyvali v kapitole
I.1.V. Nyni si ukézeme derivaci jako vhodny nastroj K jgjich zjistovani.

Vime, ze extrémy funkci rozdélujeme podle jgich ptisobnosti na lokalni a globani a
podle velikosti funkénich hodnot jichz funkce v danych bodech dosahuje pak na maxima a
minima. Nejprve se omezime na ngjaky interval | / Dy libovolné funkce a budeme se tak
zabyvat extrémy lokanimi. V dalsi ¢ésti této kapitoly dojde ke zobecnéni a pigdeme
k extrémim globanim.

Zatneme lokdnim maximem. Jedna se o bod, v némz dana funkce v urcitém intervalu
| / Ds (pozor, pripominam, ze interval | musi byt oboustranné otevieny!!!) dosahuje své
ngjvétsi funkéni hodnoty (viz. obrézek 1.1V.1l.a). Je ziggmé, Ze tecna sestrojend ke grafu
zkoumané funkce v bod¢ xo, ve kterém ma tato funkce lokdni maximum, bude rovnobézna
sosou x kartézské soustavy souradnic (Oxy). Bude sni tedy svirat Uhel o velikosti 0°. Musi
proto byt spinéna tato rovnost: f'(Xo) = 0 pro n&jaky bod X /' |. Pokud najdeme bod, pro ktery
je prévé uvedend rovnost spinéna, vime, ze v ném ma tato funkce extremalni hodnotu, ae
stde jesté nemuzeme jednoznatné fici, zda se jedna o maximum ¢i minimum. Ovsem,
dulezitym predpokladem je, ze funkce f(x) ma derivaci f'(X) ve vsech vnitinich bodech
otevieného intervalu |!!!

Obecr¢ je ale derivace f'(x) opét funkci. Jgji

funkéni  hodnoty  vystihuji  rostouci  respektive
klesgjici trend funkce f(x). To znamena ze
v bodech, kdy je funkce f(x) klesgjici, jsou funkéni

hodnoty jgji derivace f'(X) zaporné a v bodech, kdy

je funkce f(x) rostouci, dosahuje jeji derivace f'(x)

Obrézek I.IV.Il.a

kladnych funkénich hodnot. V lokanich extrémech
funkce f(x) protina jgji derivace f'(X) osu x. Tento odstavec bude bezezbytku platit i tehdy,
nahradime-li symbol f(x) symbolem f(x) a symbol f(x) symbolem f2(x) a to za predpokladu
existence druhé derivace f4(x) zadané funkce f(X) naintervalu I.

Na P (xo) je funkce f(x) rostouci. Jegji derivace bude proto kladna. Naproti tomu na
P*(xo) je funkce f(X) klesgjici a proto bude jeji derivace zépornd. Na celém P(xo) jsou ale
funkéni hodnoty f(x) vzdy mensi (jednd se o pokles funkénich hodnot!!!) nez je funkeni
hodnota f(xp) a proto bude mit na P(xo) prvni derivace f'(x) funkce f(X) klesgjici trend. Bude

proto jisté platit, ze f2(xo) < 0 (viz. intervaly monotonnosti)!!!
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Zopakujme tedy podminky pro existenci lokdlniho maxima. Aby n¢jaka funkce f(X)
méla vbodé xo 7 | / Df lokdni maximum, musi platit, ze: jednak existuji f'(x) a fAx) na
celémintervalu |, zadruhé f'(xp) = 0 a zatieti f4(x) < 0.

Podiveme se, jak to vypada slokdnim N
minimem. Je to bod, v némz dana funkce na urcitém
intervalu | / Dy (opét pripominam, ze interval | musi

byt oboustranné otevieny!!!) dosahuje své ngmensi

to

funkeni hodnoty (viz. obrézek 1IV.ILb). Je zigimé, IS OSSN

AV >
ze i zde bude te¢na sestrojena ke grafu zkoumané —-— \.\é /,/Xo b AN £ (%)
pe 7 7 Ve ~\~\_ ’ ‘\‘
funkce v bod¢ xo, ve kterém ma tato funkce lokalni Sbrézek LIV ILb \

\
minimum, rovnobéznd sosou X kartézské soustavy

souiadnic (Oxy). Bude sni svirat Uhel o velikosti 0°. Musi proto byt spinéna stejna rovnost,
jako vpripadé lokdniho maxima, totizz f(X)) = 0 pro ngaky bod
Xo I 1. Pokud najdeme bod, pro ktery je pravé uvedend rovnost spinéna, opét vime jen to, ze
v ném ma tato funkce extremani hodnotu. Stale vsak nemizeme jednoznatné fici, zda se
jedna o maximum ¢i minimum. Dulezitym predpokladem je, ze funkce f(x) ma derivaci f'(x)
ve viech vnittnich bodech otevieného intervalu I!!!

Na P (Xo) je funkce f(x) klesgjici. Jgji derivace bude proto zgporna. Naproti tomu na
P"(xo) je funkce f(X) rostouci a proto bude jeji derivace kladnd Na celém P(xo) jsou ale
funkéni hodnoty f(x) vzdy vétsi (jedna se o rust funkenich hodnot!!!) nez je funkéni hodnota
f(xo) a proto bude mit na P(xo) prvni derivace f'(x) funkce f(X) rostouci trend. Bude proto jisté
platit, ze f2(xo) > O (viz. intervaly monoténnosti)!!!

Podminky pro existenci lok@lniho minima jsou tedy tyto: jednak existuji f'(x) af3(x) na
celémintervalu |, zadruhé f'(xp) = 0 a zatieti f4(xp) > 0.

Pokud v predchézejicich odstavcich nahradime interval | / Dy celym defini¢nim
oborem Ds zkoumané funkce f(x), pak dostdvame definici globalnich extrému funkce f(x), tedy
lokd@iniho maxima a lokaniho minima. Podminky pro existenci globanich extréma jsou jinak
Uplné stejné jako v pripadé jgjich lokalnich podob. Dulezitym piedpokladem samozigjmé
zustava existence f'(X) af2(xo), tentokrét vsak na celém defini¢nim oboru funkce f(x)!!!

Dutkaz vét o lokdnich a globdlnich extrémech vychazi z véty o stredni hodnoté. Ta
tvrdi, ze pokud je ngjaka funkce f(x) na uzavieném intervalu &; b/ spojita a existuje-li na
otevieném intervalu (a; b) jgi derivace f'(x), pak existuje bod ¢ / (a; b) takovy, ze f'(c) je

rovna smeérnici secny grafu funkce f(x) definované pravé body a a b. Pokud tedy zvolime



http://www.docu-track.com/index.php?page=38
http://www.docu-track.com/index.php?page=38

body a a b tak, ze f(a) = f(b) (obdoba Rolleovy véty), pak bude existovat bod ¢ / (a; b)

f (bg i ;(a) = 0 ~=0..V bodé ¢ pak bude mit dand funkee f(x) lokéini i

globalni extrém. Dulezitym predpokladem je, ze interval &; b/ je podmnozinou defini¢niho

takovy, ze f'(c)=

oboru funkce f(x). Tim je v podstaté diikaz po formalni strance hotov.

In?

Jako priikladu wvyuzijeme jiz jednou vysetfovanou funkci f:y= ” X.
V piedchézgjici kapitole jsme urc¢ovali intervaly monoténnosti a priblizny prabéh grafu této

funkce je naobréazku I.I1V.I.c. nyni se natuto funkci podivame z hlediska vysetirovani extrému.

( 2
_2Inx-In°x

. R é y L
Vypocteme prvni i druhou derivaci funkce f(x): éln XH 5 (jiz mame
& X [ X
7 2 \2 7 2 AY
. e : € é -
vysledek z predchazejici kapitoly) a éln XE :éZInX 2In XE =
e Xxa e X a
8@- 218 - (2In x- In? x)>Qx )
_eX X g _2In“x-6Inx+2
- x* - x3 '
V bodech, ve kterych je f'(x) = 0 bude mit funkce f(x) extrémy. Je treba vyiesit rovnici
_ 2
f'(x) = 0, tj. 2Inx—2Inx:0. Vynasobenim celé rovnice hodnotou —x* a po zavedeni
X

substituce t = In x dostavame kvadratickou rovnici: t*- 2t =0. Jgimi fesenimi jsout; = 0 a
t, = 2. Po zp&tném dosazeni do substituce jex; = 1 ax, = €. V t&chto bodech méa vysetrovana
funkce extremalni hodnoty. Dosazenim do druhé derivace ziskdvame f3(x;) = f41) = 2 a

f2(xo) = f4€?) = - %.v bodé x; = 1je N
€

€ 0,368

f'(x1) = 0 afi(x;) > 0 proto mav tomto
bod¢ funkce f(x) minimum. V bod¢

X = € jef(x) = 0afix) < O proto

ma v tomto bod¢ funkce f(x) maximum. AN >

Tyto body jsou jak lokanimi tak —fx) —FfKx) - f2(x)
globdnimi  extrémy. Na obrézku Obrézek LIV.ILc
l.IV.ll.c je zobrazen presny pribéh

funkce f(x), prabéhy jeji 1. a 2. derivace.

v
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Z predchazejicich dvou kapitol je také patrné, ze vysetiit extrémy néjaké funkce Ize i
pomoci intervali monoténnosti. V bodech, kde zadana funkce meéni svoji monotonnost totiz
dosahuje funkce svych extremanich funk¢énich hodnot. Je zigmé, Ze v bodg, kde se meéni
funkce z klesgjici na rostouci, bude mit svoje lokalni popiipadé globani minimum a naopak
tam, kde se méni funkce zrostouci na klesgjici, bude jeji lokdni respektive globani

maximum.

l.IV.IlIKonkavnost a konvexnost funkci, inflexni bod
Podrobné jsem popsal tyto vlastnosti funkci v kapitole I.1.11l. Pokud student
pozapomnél, necht’ si tuto kapitolu jesté jednou nastuduje a pokracuje déle ve studiu natomto
misté.
Konvexnost a konkavnost funkce je viastnost, kterd nam #ika, jak se vyviji rychlost
zmény funkénich hodnot v zévidosti na zméné argumentu N

funkce.

Uvazme spojitou funkci f(x). Kdyby méla takovéa funkce

stdle konstantni rast funkénich hodnot (af uz kladny pro
rostouci funkci nebo zaporny pro funkci klesgjici) v zavidosti

v

na prirdstku argumentu, byla by grafem takove funkce primka. Dx := koinst_ i
Budeme-li zvétsovat vzdy o konstantni hodnotu argument X Obrazek 1.IV.1Il.a
funkce f, budou nadm rust, respektive Klesat, i jeji funkéni

hodnoty f(X) vzdy o kongtantni prirastek (viz. obrézek 1.1V.l1ll.a) — ale pozor, priristek maze
byt i zaporny. To znamend, ze rychlost rustu respektive poklesu funkénich hodnot f(x) funkce
f vzavidosti na prirastku argumentu x je konstantni, neméni se. Zména této rychloti
funkénich hodnot v zavislosti na argumentu je proto nuloval!!

Derivace f'(X) libovolné funkce f(x) je na ngjakém intervalu | / Dy obecné opét funkci,
jgiz funkeni hodnoty vyjadiuji rychlost zmeény funkenich hodnot funkce f(x). Samozigimeé za
predpokladu, ze zadana funkce f(X) manaintervalu | / Dy vlastni derivaci.

Je tedy pro lineérni funkci f(x) jegji derivace f'(X) funkci konstantni. Druh& derivace
funkce f(x), totiz f2(x), je vlastné prvni derivaci derivace f'(X). To znamend, ze fAX) vyjadiuje
rychlost zmeény prvni derivace f'(x). Ovsem v pripadé linearni funkce je f(x) konstantni (viz.
vyie) a tak musi byt f2(x) = O pro viechny body x / | / Ds (viz. inflexni bod déle v textu
kapitoly)!!!

Uvazujme nyni spojitou funkci g(x), ktera je rostouci, a rozeberme piipad, kdy
rychlost zmeény funkénich hodnot funkce g(x) v zdvidosti na argumentu x klesa. Priklad
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takové funkce mize byt na obrazku I.IV.1lIl.b. Budeme-li
zvétsovat vzdy o konstantni hodnotu argument x funkce g, 4
budou ndm rast i jeji funkeni hodnoty g(x), ae vzdy o mensi
priristek nez v prechazejicim kroku. To znamend, ze rychlost

rastu funkénich hodnot g(x) funkce g v zavidosti na prirastku 9(7 A
argumentu x neni konstantni a méni se. Zména rychlosti rastu Dg(x)1 > Dg(x)2 > Dg(x)s
funkénich hodnot v zavidosti na argumentu je proto zaporna Dx = konst. "
(rychlost rtistu funkénich hodnot klesd)!!! Obrazek LIV.I1.b

Za predpokladu, ze dana funkce ma na ngjakém intervalu | / Dy viastni derivace g'(x)
a g4x), musi byt pro funkci g(x) jgi derivace g'(x) funkci klesgjici (byt' sfunkenimi
hodnotami vétsimi nez nul@)!!! Druhd derivace funkce g(x), totiz g(x), je prvni derivaci
derivace g'(x). To znamend, ze g4(x) i zde vyjadiuje rychlost zmény prvni derivace g'(X).
Ovsem v tomto pripadé je g'(X) klesgjici (viz. vyse) a tak musi byt g2(x) < O pro vsechny
body x 7 | / Dg!!! Funkci g(X) pak nazyvame funkci ryze konkéavni naintervalu | / Dy,

Zustaneme jesté u funkce rostouci (ktera je opét spojitd). Budeme ale uvazovat funkci
h(xX) s tou vlastnosti, ze rychlost zmeény funkénich hodnot h(x) funkce h v zavidosti na
argumentu X bude rust (viz. obrézek I1.1V.lIl.c). Budeme-li
zvétsovat vzdy o konstantni hodnotu argument x funkce h,
budou ndm rast i jeji funkeni hodnoty h(x), ale vzdy o vétsi
priristek nez v prechézejicim kroku. To znamena, ze
rychlost rastu funkénich hodnot h(x) funkce h v zavidosti

] R " y 7 Dh(x
na prirastku argumentu X neni opét kongtantni. Avsak Dh(x)l(<)5h(x)2 < Dh(X)s
zména rychlogti rastu funkénich hodnot v zévidosti na Dx = kond >
argumentu je kladna (rychlost rastu funkénich hodnot se Obrazek LIV.IIl.c

zvetsuje)!!!

Jestlize mé dana funkce na ngjakém intervalu | / Dy, vlastni derivace h'(X) a h3(x), pak
musi byt pro funkci h(x) jgi derivace h'(x) funkci rostouci (sfunkénimi hodnotami opét
vétsimi nez nula)!!! Druha derivace funkce h(x), totiz h3(x), je prvni derivaci derivace h'(x).
To znamend, ze h3(X) i zde vyjadiuje rychlost zmény prvni derivace h'(x). V tomto pripadé je
h'(x) funkci rostouci (viz. vyse) a tak musi byt h2(x) > 0 pro viechny body x / | / Dy!!!
Funkci h(x) pak nazyvame funkci ryze konvexni na intervalu
| /' Dn.
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Zkusme podobnym zpasobem vysettit funkce klesgjici a vratme se piitom k oznaceni
funkci g a h a u obou funkci opét predpokladejme, Ze jsou spojité. Negjprve se podivame na
funkci g(x), ktera budiz klesgjici stou vlastnosti, ze se rychlost klesani bude spojité meénit,
totiz v absolutni hodnoté bude rast. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o klesgjici funkci, bude to
znamenat, ze se jgi funkéni hodnoty budou stdle zmensovat se stdle vétsim tempem!!! Pokles
funkénich hodnot tak bude v absolutni hodnoté poréd vétsi a vétsi.

Uvédomme s ale, Ze se jedna o klesgjici funkci a tak 4
v redlnych hodnotach bude prirastek funkénich hodnot funkce
g(x) zaporné ¢idlo, ktera se bude s rostoucim argumentem stéle
zmensovat (v absolutni hodnoté pak bude rast)!!! Graf takové
funkce g(x) maze mit naptiklad podobu obrézku 1.1V.111.d.

A\ 4

Za predpokladu, ze ma dana funkce na n¢jakém Dx = konst.
intervalu | / Dy vlastni derivace g'(x) a g4x), musi byt pro Obrazek LIV.ll.d
funkci g(x) jegji derivace g'(x) funkci klesgjici (s funkeénimi hodnotami tentokrat mensimi nez
nuld)!!! Druha derivace funkce g(x), totiz g4(x), je prvni derivaci derivace g'(x). To znamena,
7e g34(x) opét vyjadiuje rychlost zmeény prvni derivace g'(x). Ovsem zde je g'(X) klesgjici
(viz. vyse) atak musi byt g2(x) < O pro viechny body x 7 | / Dg!!! Funkci g(x) pak musime
nazvat funkci ryze konkavni naintervalu | / Dy,

Nyni mé¢jme funkci h(x), kterd budiz klesgjici stou vlastnosti, ze se rychlost klesani
bude spojité meénit, totiz v absolutni hodnoté bude klesat. VVzhledem k tomu, Ze se jedna o
klesgjici funkci, bude to znamenat, ze se jgi funkéni hodnoty budou stale zmensovat se stéle
mensim tempem!!! Pokles funkénich hodnot tak bude v absolutni hodnoté poidd mensi a
mensi. A

Jednd se o klesgjici funkci a tak v rednych
hodnotéch bude priristek funkénich hodnot funkce h(x)
zgporné ¢idlo, ktera se bude s rostoucim argumentem stale
zvétsovat (v absolutni hodnoté se pak bude zmensovat)!!!

Graf takové funkce h(x) miaze mit napriklad podobu
obrézku L.1V.lll.e. Obrézek I.IV.1ll.e

Pokud ma dana funkce na néjakém intervalu | / Dy viastni derivace h'(x) a h2(x), musi
byt pro funkci h(x) jegji derivace h'(x) funkci rostouci (sfunkénimi hodnotami mensimi nez
nula)!!! Druha derivace funkce h(x), totiz h2(x), je prvni derivaci derivace h’(x). To znamena,

7e h3(X) vyjadiuje rychlost zmeny prvni derivace h'(x). Zde je de h'(x) rostouci (viz. vyse) a
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tak musi byt hZ(x) > 0 pro viechny body x / | / Dp!!! Funkci h(x) pak musime nazvat funkci
ryze konvexni naintervalu | / Dy,

Pokud v Gvahéch nahradime libovolny interval | / Dy pro néjakou zkoumanou funkci
f(x) jegjim definicnim oborem, pak fikame, ze je tato funkce konkévni, respektive konvexni, na
celém svem defini¢nim oboru.

Zopakujme tedy predchézejici odstavce této kapitoly. Predpokladeime o funkci f(x), ze
existuje, ze je spojita v jistém intervalu | / Dy respektive v celém svém Dy a ze také existuji
jgji derivace f'(X) a f2(x) na intervalu | / Dy respektive na celém Dy (tj., e je na intervalu
| / Dy, respektive na celém svém Dy diferencovatelnd).

Potom tikame, ze funkce f(x) je funkci ryze konkévni na intervalu | / Dy, respektive
na celém svém Dy préavé tehdy, kdyz plati f2(x) < O pro vsechnax / | / Dy, respektive pro
viechnax I Dy. A déle, e funkce f(x) je funkci ryze konvexni naintervalu | / Dy, respektive
na celém svém Dy préavé tehdy, kdyz plati f2(x) > 0 pro vsechnax / | / Dy, respektive pro
viechnax / Dy

Pokud v definicich nahradime nerovnost < nerovnosti £, pak mluvime o konkavni
funkci na intervalu | respektive na defini¢nim oboru funkce a pokud nahradime nerovnost >
nerovnosti 3, pak hovoiime o funkci konvexni na intervalu | respektive na defini¢énim oboru
funkce.

V bodech, ve kterych konkavni funkce f(x) 4
prechézi ve funkci konvexni (a nebo naopak) nastédva
tzv. inflexe a také body nazyvame inflexnimi. Jsou to
body, vnichz se méni znaménko zmeény piirtstku
funkénich hodnot. V takovych bodech je vzdy

»
»

f2(x) = 0!l Situaci znazornuje obrazek I.IV.111.f. Bod A Dx = konst.
je bodem inflexe. Obréazek I.IV.IILf

Podivejme se na situaci blize. Bodu A necht’ odpovida argument xo / D¢ funkce f(x),
tedy A = [Xo; f(X0)]. Budeme-li se pohybovat na P(Xo) aje-li funkce na P(xo) spojita a existuje
jgi derivace jak prvni tak druhd vbodé x,, potom bude opravdu platit rovnost
OX)2 = f(x) — f(xo — @ = f(xo + @ — f(x0) = O(X)3 pro d > 0 (viz znxeni v
obrazku I.1V.111.f s odvolanim na kapitoly tykgici se limit)!!! To ale znamena, ze na P(Xp) ma
sedovana funkce f(x) konstantni vyvoj prirastku funk¢énich hodnot v zavislosti na argumentu
a tak skute¢né musi platit pro inflexni bod A rovnost f2(xo) = 0 a obecné pak f4(x) = O!!!
Pozor, tato rovnost by vsak obecné neplatila, kdyby jeden z predpokladi nebyl spinén!!!
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Dukazy vét o konkavnosti a konvexnosti funkci spocivaji v aplikaci véty o stiedni
hodnoté funkce. Nebudeme si je zde ukazovat protoze by natéto Urovni matematiky pro VOS
Zbytetné zatézovaly text. Jsou provedeny napriklad v ugebnici ,Uvod do poctu
diferencialniho” od Prof. V. Jarnika, ae i v dalsich knihach uvedenych v odkazech na konci
téchto skript.

2
Vrarme se k funkei f :y="1*
X

a vysetreme konkavnost a konvexnost této funkce a

jgi inflexni body. Graf funkce je na obrazku LIV.Il.c. Jgi druhd derivace je

2

Al 2 1) 2y
nxt - 2In7X- BINX*2 1 fexni bod je bod, v ném? plati rovnost f4x) = 0. Je proto
a

€
&

X3

2In® x- 6lnx+2

X3

treba vyiesit rovnici: =0. Protoze se x nesmi rovnat nule (je ve jmenovateli

zlomku), musi platit: 2In®x- 6lnx+2=0, coz je klasicka kvadraticka rovnice. Oznatme
nyni z= In x. Pak dostéavame 2z° - 6z+ 2= 0. Po vyfeseni této rovnice a po dosazeni zpét do
substituce dostavame x; @L1,465 a x, @13,708. Funkce ma tak dva inflexni body s funkenimi
hodnotami f(x;) @0,100 af(x;) @0,500.

Pro urceni intervald, n nichz je dané funkce konvexni nebo konkévni, je tieba vytesit
dvé nerovnice. Pro ryze konvexni ¢ést grafu funkce se jedna o0 nerovnici

2In? x- 6Inx+2 s 2In® x- 6Inx+2
? >0 a pro ryze konkavni ¢éast je to 3
X X

<0. Tyto nerovnice

ale budeme fesit na defini¢nim oboru funkce f(x), kterym je mnozina viech kladnych rednych
&isel. Proto hodnota x3 bude vzdy kladna a pro nalezeni feseni nerovnic neméa valného smyslu.
Sta¢i tedy vzit v Gvahu pouze citatele ve vyrazech derivaci a fesit postupné tak nerovnice
2In*x- 6Inx+2>0 a 2In*x- 6Inx+2<0.

Resenim obou nerovnic dostavame intervaly, na nichz je zadand funkce ryze
konkavni: (1,465; 13,708) a ryze konvexni: (0; 1,465) E (13,708; + ¥). Pokud piipustime, ze
krgini body do intervali patii (vyjma bodu +¥), pak ziskdme intervaly, na kterych je dana

funkce konkavni, respektive konvexni.

.V Taylordv a Maclaurindv polynom a fada

V praxi se mizeme pii studiu funkci setkat s funkcemi, které mohou byt i dosti slozité.
Chceme-li studovat chovéani n¢jaké takové funkce f(x) v okoli libovolného bodu xo, byva
v takovych piipadech vhodnéjsi nahradit puvodni funkci funkci jednodussi. Takovou
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jednodussi funkci je polynom nejvyse n-tého stupre, tj.
P(X)= ay+ a1 - X+ @ - X+ ...+ a,- X" (i kdyby se viechny koeficienty ao, a, ..., a, rovnaly
nule, stdle polynom P(X) budeme nazyvat polynomem negjvyse n-tého stupné), kde n je
z mnoziny vsech prirozenych ¢isel. Budeme zatim piedpokléadat, Ze nahrazovana funkce f(X)
ma v bod¢ X, derivaci az do n-tého &du (tento predpoklad pozdgji rozsitime)!!!

Koeficienty  proi = 0, 1, 2, ..., n budeme volit (pocitat) tak, aby se polynom P(x)
v okoli bodu X, co nejlépe primykal nahrazovaneé funkci f(x).

Konkrétnim polynomem P(x) stouto vlastnosti je pak polynom, kterému ftikame
Tayloruv aktery mé& nasledujici tvar:

P(x)=f(xo)+#(x X,) + «(XO)(X X)) + gxc)(x-xo)3+|_+—f(n)(xo)

Sl )"
Je vsak tieba urcit, sjakou piesnosti jsme nahradily funkci f(x) Taylorovym polynomem P(x)
v okoli bodu Xo. To znamena uréit rozdil f(x) — P(x). Prave této chyby se dopustime, budeme-li
nahrazovat funkci f(x) polynomem P(X). Takovou chybu oznatme R.:.1 a nebo lépe
Rn+1(X), nebot’ i tato chyba bude jisté funkci argumentu x!!!

Miizeme nyni psét:
£9= 1) oL 00 i )+ LD s 00N 4R ) @ srime
se odhadnout (vypocitat, urcit) ¢iselnou hodnotu R.+1(X) a proto musime jesté predpokladat
existenci derivace iadu n + 1 funkce f(x) v bodé Xo. Hodnoté Ry+1(X) budeme déle rikat zbytek
Taylorova polynomu. Vsimnéte s jesté, ze jsme oznateni polynomu P(X) na levé strang
rovnosti zameénili za symbol f(x), tedy piimo za nahrazovanou funkci v okoli bodu xp!!!

Negjcastéji pouzivanym vyrazem pro vypocet zbytku Taylorova polynomu je tzv.
f (n+1) (X)

n+l o - L,
(n+2) (x- %)™, kde cislo xlezi mezi ¢isly o ax.

Lagrangedyv tvar: Rnﬂ(x) =

Pro ¢ido x budou tady spinény tyto nerovnosti: 0 < Xp — X < Xp — X je-li Xo > x. Z toho

po Upravach vyplyva, ze 0< %X a tedy 0<X"% <1. Budeli x > Xo, pak plati
Xy - X X=X,

. X - . Y
postupné tyto nerovnosti: 0 < X — X < X — Xo; 0< % <1, coz je totéz, jako
X=X

v predchazejicim pripadé!!! Mizeme tedy psét Q =22 abude0< Q< 1.
X- X,
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X=X

(x- x,) — zkuste v rémci cvigeni ukézat — dostévéme pro
X- X,

Protoze plati x = x, +

vypocet ¢ida xvztah: x= X+ Q- (X —Xo).

V praktickych vypoétech se negj¢astéji uziva oznateni x = Xp + h (s odvolanim na
znaceni v kapitolach tykgjicich se limit a derivaci), kde h je nekone¢né maly, ale nenulovy,
priristek argumentu funkce f(x). Potom je h = X — X a X = X + Q - h, pricemz platni
nerovnost 0 < Q< 1. Po dosazeni za Xy do vyrazu pro h dostdvame jeste x—x= (1 - Q) - h.

Pii zavedeni ozna¢eni dle piredchoziho odstavce dostane Tayloriv polynom a zbytek
Rn+1(X) nésledujici tvar:

(n)
o ot)= e Gebae (oo o 0 o), v

_ (% + Q)
Ruabo o) =00

h™. Je tieba s uvédomit, ze bod X0 + Q - h (v némz

pocitame (n + 1)-ni derivaci funkce f(x)) lezi mezi body X ax = Xp + h.
Podiveime se, jak se zméni Tayloriv polynom ve chvili, kdy budeme nahrazovat

funkci f(X) v pocétku, tj. xo = 0. Protoze h = X — Xy bude platit rovnost h = x. Po dosazeni

(n)
dostavame: f(x)= f(0)+ fi(IO) o+ «z(lo) X2 + L+fTI(O) " +R.,,(x) a zbytek pocitame
i f (n+l) -
z vyrazu: R, (x) = (n+?)|XX) XX

Takto upravené tvary Taylorova polynomu a jeho zbytku maji v praxi vyznamnou
Ulohu a velmi ¢asto se vyskytuji. Proto se v matematice zavadi jejich specidini samostatné
pojmenovani a fikame jim Maclauriniv polynom a zbytek Maclaurinova polynomu.

Taylorav, respektive Maclauriniiv, polynom negjvyse n-tého stupné ma tu vliastnost, ze
¢ido n neroste nade vsechny meze, neni nekone¢né. Pokud ale toto omezeni odstranime, totiz
pripustime, ze ¢ido n poroste nade vsechny meze, pak miazeme ps& toto:

f fa fa
f(x)= f(xo)+¥(x- xo)+$(x- % +¥(X- % J +L_. Tato rownost bude
ale spingna jen tehdy, bude-li lim R..(x)=0!!! Predchézejici vzorec, respektive prava strana

této rovnosti, definuje nikoli Taylorav polynom, nybrz Taylorovu nekone¢nou fadu pro funkci
fo)!!
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Opét specidnim pripadem bude situace, kdy X, = 0. Potom Taylorova nekone¢na iada

bude mit tvar: f(x)= f(0)+ f;fo) XX+ f«z(lo) G +NT@) x* +L atato rovnost bude platit

prave tendy, kdyz lim R..(x)=0. Pravou stranu predchézejici rovnosti nazyvame

Maclaurinovou nekonecnou fadou pro funkci f(x).

Na ne¢kolika nésledujicich prikladech si ukazeme pouziti jak Taylorova polynomu tak i
polynomu Maclaurinova.

Zkusme nahradit funkci f: y = € Taylorovym polynomem nejvyse n-tého stupng.
Vzhledem k tomu, ze funkce f(x) ma definovany derivace vsech fadt pro vsechna x, mizeme
svyhodou vyuzit Maclauriniv polynom, tj. Taylortiv polynom pro X, = 0. Uziti Taylorova
polynomu pro obecnou hodnotu xo by ztrécelo smydu, protoze bychom steiné museli pocitat
€ pro x = X a tomu se pravé chceme vyhnout!!! V tuto chvili budeme tedy predpokléadat
blizké okoli poc¢étku, nicmén¢ za chvili tento piipad zobecnime pro libovolné x.

Plati f(0) = € = 1; fM(x)=e*; t¥(0)=€’=1; f¥(Qx)=e> pro kazdé k > 0.
Potom uzitim Maclauronova polynomu a jeho zbytku R..1(X) dostavame pro funkci f: y = €

2 n n+1

toto: €% =142+ 2 4L+ 4
12 n o (n+1)

¥ kde Q I (0; 1). Timto polynomem stupng

ngjvyse n-tého nahradime funkci € sjistou chybou, kterou uréuje zbytek polynomu (posledni
vyraz v predchazejici rovnosti). Nasim ukolem bude nyni odhadnout velikost tohoto zbytku.
Ulohu rozdglime na dvé ¢asti. V prvni budeme piedpoklédat, ze x / (0; 1A Protoze je
Q7 (0; 1), bude také soucin Q - x < 1. Proto e* < €' a navic vime, ze e < 3 (ditkaz naleznete
v u¢ebnici Prof. V. Jarnika ,Uvod do poctu diferencidlnino®, kapitola I1., § 4, priklad 3).

Proto plati nerovnosti e < €' = e < 3. Pro zbytek Maclaurinova polynomu pro funkci € tak

n+l n+l
plati: e <X £ 3 _ Budeli tedy x / (0; 1A a nahradimedi funkci &
(n+1) (n+2) ™ (n+1)
X X2 X" ) . nl N
polynomem 1+—+—+L_+—, dopustime se chyby ne vétsi, nez —— .0 to jistéji pak
12 n (n+2)

chyby ne vétsi nez ——-.
YRy EVERINE 10+

Uvazujme nyni za druhé x /7 &1; 0). Pak bude dokonce souin Q - x < 0 a

e* < & = 1. Pro zbytek Maclaurinova polynomu budou tak platit tyto nerovnosti:
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n+l

X Ox
) <

|X|n+l 1

(n+1) £ (n+2)

. Takze pro tokato x bude vypocet pomoci Maclaurinova

polynomu pii stejném stupni jesté piresnéjsi!!!

Zkusme nyni na za&kladg predchézejicich rozbora vypocitat hodnotu funkce f: y = €
pro x = —0,5 s presnosti lepsi nez 10°°.

Pro nalezeni ¢iselné hodnoty € podle zadani je stézeni ur¢it maximani stupei n
Maclaurinova polynomu, kterym budeme danou funkci nahrazovat a pomoci néhoz budeme
pak pocitat ndhradni hodnotu této funkce. Pro zbytek podle zadani musi platit tato nerovnost:

3™ . ) -y . L .
( +1)| <10°. Protoze x = —0,5, fe$ime tuto nerovnost v nezndmé n. Takze dostavame
n+1)

n+l |
postupné: % <10°; 3000000 < (g+1)' . Nerovnice je spInéna pro n > 7. Staci ndm
n+1)

n+l

proto vzit prvnich 8 ¢leni (veéetné nultého, kterym je ¢ido 1) Maclaurinova polynomu pro
funkci €. Pilny student jisté vypoctem ovéid, ze tomu tak skutecné je.

Hodnoty Maclaurinova polynomu pro funkce €, kde [x| > 1 je mozné pogitat
uvédomime-li si, ze naptiklad €*° = e - e - €1l Takto mizeme nahradit sjistou piesnosti
hodnotu funkce € hodnotou Maclaurinova polynomu nejvyse n-tého stupné pro libovolné
X+ 0.

Podivejme se nyni na zbytek Maclaurinova polynomu pro funkci f: y = €. Jedna se o

n+l n+l

Vyraz Rn+l(x) = h e Vyéetfl'me nynl, !1|®n; R (X) = !1|®n; (n +1)|

% Pripomenme jests,

72 QT (0;1) alx £1, x 1 0. Vigi vysetfované limits je vyraz €% pro dané x a zvolené Q
konstantou. Dale limita citatele je pro n ® ¥ rovna nule (X je v absolutni hodnoté mensi nez

n+l

jedna) a limita jmenovatele je pak pro n ® ¥ rovna ¥. Je proto lim (:+1)| ¥ =0.Toje

n® ¥

podminka nutnd a také postacujici pro to, abychom mohli  psat:
2 n
e :1+I)T +% + L+X—I + L ato beze zbytku. Jedna se o Maclaurinovu nekone¢nou fadu
! n!
pro funkci f: y = €, kde jiz neni x omezeno intervalem, dlex /' R —{0}.
Posledni poznamkou k tomuto piikladu je, ze jsme az doposud neuvazovali pripad,
kdy x = 0. Je zigimé, ze vsechny Uvahy plati i pro tuto moznost. Nicmén¢ provadét vypocty
hodnoty € pro x = 0 pomoci Maclaurinova nebo Taylorova polynomu je totéz, jako s vzit na
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koméra kladivo. Hodnota € pro x = 0 je identicky rovna jedné a jde se vlastné o pripad, kdy
X = Xo = 0 pfi prechodu Taylorova polynomu na Maclauriniv polynom!!!

Podivejme se jesté na funkci f: y = In x. Pro tuto funkci nebude zigmé Maclauriniv
polynom definovan, protoze defini¢ni obor logaritmické funkce jsou vsechna kladna redlna
Cida, tedy nikoliv véetné nuly!!! Musime s proto trochu pomoci. Uvazujme nyni podobnou
funkci, totiz g: y = In (x + 1). Definicnim oborem bude pak mnozina Dg = (-1; ¥) nebude
problémem Maclauriniv polynom pro tuto funkci nalézt (méjme stdle na paméti, ze pro
Maclaurinav polynom plati X = 0).

Bude g(xo) = g(0) = 0. Derivace funkce g, které budeme potiebovat, budou postupné

1 1 2 6
adat  takto: ¢=———; ¢=- ——; ®€=-——: @) = ;
vyp o g X +1 g (X+1)2 g (X+1)3 g (X+1)4
9= 24 . w9701 ey (0
(x+1 " (x+1 (x+1)™
Maclauriniv polynom stupné nevyse n bude pak vypadat takto (xo = 0):
n-1
|n(X+1): 0+%XX- %XXZ +§XX3 - EIXX4 +K+Wxxn + Rnﬂ(Qx), kdeeraZ pro
n!>Xn+l Xn+l

zbytek Maclaurinova polynomu bude: R, (Qx)= s ) = O

pricemz opét Q7 (0; 1) ax/ (-1; 1A
Po vykréceni a jednoduché Upravé dostane Maclauriniv polynom pro zadanou funkci
2 3 4 n-1_n
tento tvar: In(x+1):0+§- X?+X? X?+K+(1)TX+ R..(Qx).
Zbyva jeste udélat odhad chyby, které se dopustime nahrazenim funkce ¢
M aclaurinovym polynomem stupné nejvyse n-tého. Tato chyba je dana zbytkem polynomu.
Opét rozdélime feseni na dvé moznosti. Prvni bude pro x / (0; 174 V tomto pripads je
1+ @) > 1 aproto pro zbytek R, + 1(Qx) bude platit nasledujici nerovnost (absolutni
hodnotu pouzijeme pro odstranéni mocnin ¢ida -1):

n+l n+l

1 . : »
Rn+1(QX) = (n+1)a+Qx)”+l < :+1 < 1 (posledni nerovnost je pro pripad, kdy x = 1).

Podiveme se jesté na podminku existence Maclaurinovy nekonecné fady, totiz:

. 1 . " . _
Ll@ﬂ;m =0 atim spise pak bude In|®rQ|Rn+l(Qx] =0
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Druhou moznosti je piipad, kdy x / (—1; 0). Potom bude 1 + Qx < 1. Je zigmg, ze
vyraz pro Rn.1(QX), ktery jsme az doposud pouzivali, neni vhodny pro nasledujici Gvahy. Je
tteba g nahradit jinym, vhodngjsim. Jdnd s o tento tvar:

|X|n+l wl Q 0
1+ngl+QxQ;

R..(Qx)= 1- Q) - Q) X" a po dosazeni derivace |R..,(Qx)=

(viz. ,,Uvod do poctu diferencialnino® Prof. V. Jarnika, str. 330, vzorec 14).
Polozme nyni y = —x a tedy x = -y, pricemz y / (0; 1). Potom bude platit:
1-Q>0,ddel+ x=1-Qy>1-y>0atakél+ X=1-Qy>1-Q>0

(plati Q@ xy < y) . Proto musi byt 0< 1; Q <1 (krom¢ toho také plati dilezita nerovnost
X

Q> Q x|)). Ddeje |x|™! = (=)™ = y™! (to vyplyva ze zavedené substituce, pricemz x je

zaporné!!!). Pro zbytek Maclaurinova polynomu po substituci bude nakonec nplatit:

n+l n+l n+l
0 L
Q . Krom¢ toho také je lim y

Lok o fiy w1y
paméti, ze y I (0; 1)). Vintervalu x / (-1, 0) bude tim padem mozné nahradit funkci

=0 (mgjme stadle na

R..(Qy)=

g: y = In(x + 1) Maclaurinovou nekone¢nou radou.

Ale pozor, pro vsechna x, kterd spliuji nerovnost |x| > 1 je Maclaurinova nekonecna
fada divergentni a tedy nelze pro nahradu funkce g(x) pouzit. Neni totiz spinéno
d Alambertovo  kritérium konvergence nekone¢nych fad (viz. ,Uvod do poctu
diferencidlniho* Prof. V. Jarnika, str. 136, véta 86 nebo té&z ,Diferencidlni pocet | autora
Jankovského a Prachy, str. 30, véta 3.13.).

Zkusime vypocitat hodnotu funkce g: y = In(x + 1) jednak vbodé x; = -0,5 a
X2 = 0,5 s presnosti lepsi nez 107, Maclauriniiv polynom nejvyse n-tého stupné pro tuto ma
jiz jasny tvar (viz. vyse). Nyni je tieba uréit pravé stupen tohoto polynomu. Nejprve vysetiime

prvni pripad. Z vyse vyvozeného pro funkci g(x) je ziggmé, ze musi byt spinéna tato

n+l Q O n+l
1- cwgl U5 £y y

této exponencidlni rovnice (pomoci jednoduchych Uprav a logaritmovani) nad télesem vsech

nerovnost: R, (Qy)= <10°*. Polozme nyni y = —x;, = 0,5. Regenim

ptirozenych ¢isel jen = {n 7 N; n > 13}. V nasem piipadé vezmeme ngjmensi hodnotu n,
kterd nam vyhovuje a tou je n = 14. PFilny student dosazenim do Maclaurinova polynomu
hledanou funkéni hodnotu funkce g(x) pro x; = —0,5 hladce vypocte.
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Podiveme se na druhy pripad, tedy x, = 0,5. Podle zadadni ma byt spinéna tato

n+l n+l

nerovnost: R, (Qx)= (n+1)(§ " < :+1 <10*. Resenim této nerovnice dostavame

n={n/7 N; n> 8 aopé vezmeme ngmensi hodnotu n, kterd vyhovuje nerovnici, tedy
n = 9. Nechavam na studentovi dopocitat funkéni hodnotu funkce g(x) v bodé x, = 0,5
pomoci Maclaurinova polynomu stupné ngjvyse devétého.

A jesté mald poznamka nakonec. Z vlastnosti logaritmické funkce je patrné, ze je
citlivéjsi na zménu argumentu pii levém okrgji definicniho oboru a naopak meéng citliva
smeérem k + ¥. Proto také pii stejné pozadované piresnosti je tieba v pripadé bodu x; = —0,5
pocitat svice ¢leny Maclaurinova polynomu nez je tomu pro bod x, = 0,5. V prvnim piipadé

musime vzit o pét ¢lent rozvoje vice nez v pripadé druhém!!!
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Il Uvod do integralniho poétu funkci jedné proménné
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